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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα των δυο 

σωµάτων. Το πρόβληµα αυτό εκφράζεται µέσα από ένα σύστηµα 

διαφορικών εξισώσεων µε λύσεις που παρουσιάζουν ταλαντευτική 

συµπεριφορά. Το παραπάνω πρόβληµα υπόκειται σε µια κατηγορία 

τροχιακών προβληµάτων που περιγράφονται µε την παρακάτω 

µορφή: 

 

y’’ = f(x,y),  y(x0) = y0 ,  y’(x0) = y’0 , µε x Є [x0,xn] 

 

Για το παραπάνω πρόβληµα εµείς θα αναλύσουµε και θα 

συγκρίνουµε διάφορες γραµµικές µεθόδους πολλαπλών βηµάτων, µε 

γνώµονα πάντα την ακρίβεια, τον αριθµό δηλαδή των δεκαδικών 

ψηφίων, στα οποία προσεγγίζεται η ακριβής λύση. Η εργασία αυτή 

έχει διαρθρωθεί όπως περιγράφεται παρακάτω. 

 

Αρχικά, στο πρώτο κεφάλαιο, περιλαµβάνεται η απαραίτητη θεωρία, 

και για την καλύτερη παρουσίασή της το χωρίζουµε σε πέντε βασικά 

υποκεφάλαια. Στο πρώτο υποκεφάλαιο θα κάνουµε µια σύντοµη 

εισαγωγή στις διαφορικές εξισώσεις, περιγράφωντας παράλληλα και 

την διαδικασία έυρεσης προσεγγιστικής λύσης που προτείνει η 

αριθµητική ανάλυση. Θα δούµε ακόµα τα διάφορα είδη διαφορικών 

εξισώσεων, τις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις δευτέρου βαθµού, και 

θα ορίσουµε το κατάλληλο µέγεθος βήµατος. 

 

Στο δεύτερο υποκεφάλαιο του πρώτου κεφαλαίου θα δούµε 

περιληπτικά τις διάφορες κατηγορίες µεθόδων, που επιλύουν µια 

διαφορική εξίσωση. Επίσης θα µιλήσουµε και για τα βασικά 

χαρακτηριστικά των µεθόδων αυτών, την αλγεβρική τάξη, την 

εµµεσότητα, την συµµετρία και την ευστάθεια. Κλείνοντας, στο 

υποκεφάλαιο αυτό, θα παρουσιάσουµε το πρόβληµα των αρχικών 



 3 

τιµών, και θα προσδιορίσουµε τις καλώς και τις κακώς ορισµένες, 

διαφορικές εξισώσεις. 

 

Στο τρίτο υποκεφάλαιο του πρώτου κεφαλαίου, έχοντας αναλύσει 

την έννοια της προσσεγγιστικής λύσης θα δούµε τα διάφορα είδη 

σφαλµάτων που προκύπτουν στην προσπάθειά µας να φτάσουµε σ’ 

αυτήν. 

 

Στο τέταρτο υποκεφάλαιο, θα παρουσιάσουµε το πρόβληµα των δυο 

σωµάτων, το οποίο και θα µελετήσουµε. Θα κάνουµε µια µικρή 

αναδροµή στην προέλευσή του και παράλληλα θα δούµε κάποιους 

σπουδαίους ερευνητές που ασχολήθηκαν µε αυτό. Επίσης θα 

παρουσιάσουµε τις εξισώσεις που το περιγράφουν, και θα δώσουµε 

µια οπτική αναπαράσταση, στην έννοια της εκκεντρότητας. 

 

Στο πέµπτο υποκεφάλαιο, παρουσιάζουµε περιληπτικά κάποιες 

µονοβηµατικές µεθόδους, που, αν και δεν µας ενδιαφέρουν άµεσα 

στην παρούσα έρευνά µας, είναι σηµαντικές στο να κατανοήσουµε 

την λειτουργία των πολυβηµατικών µεθόδων, που µελετάµε. Ακόµα  

αναφερόµαστε στις πολυβηµατικές µεθόδους. Ιδιαίτερη αναφορά 

επίσης γίνεται στις γραµµικές και συµµετρικές πολυβηµατικές 

µεθόδους. 

 

Στο κεφάλαιο δυο παρουσιάζουµε τις µεθόδους και τις εφαρµόζουµε 

σε τροχιακά προβλήµατα. Το κεφάλαιο αυτό το χωρίζουµε σε 

τέσσερα υποκεφάλαια 

 

Στο υποκεφάλαιο ένα, παρουσιάζουµε τις µεθόδους που µελετούνται 

στην εργασία αυτή. Η οµαδοποίηση που έχει γίνει, έχει βασιστεί στον 

αριθµό των προαπαιτούµενων βηµάτων, που η κάθε µέθοδος 

µελετάµε, χρειάζεται. 
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Στο υποκεφάλαιο δυο παραθέτουµε τα αποτελέσµατα που πήραµε, 

απ τις δοκιµές που πραγµατοποιήσαµε, για τις διάφορες τιµές του 

παράγοντα εκκεντρότητας. Η παρουσίαση των αποτελεσµάτων 

γίνεται µε την χρήση διαγραµµάτων, µε τις µεθόδους της ίδιας τάξης 

να διατηρούν παρόµοιες αποχρώσεις. Παράλληλα κάνουµε και 

σχολιασµό των µεθόδων που απεικονίζουµε στα διαγράµµατα. 

 

Σκεπτόµενοι ότι τα τροχιακά προβλήµατα είναι προβλήµατα µακρού 

χρόνου, επαναλαµβάνουµε κάποια από τα πειράµατά µας ώστε να 

δούµε την συµπεριφορά που παρουσιάζουν οι µέθοδοι για 

µεγαλύτερο διάστηµα ολοκλήρωσης. Αυτό µας δίνει µια σειρά από 

νέα αποτελέσµατα που, όπως στο παραπάνω κεφάλαιο, τα 

παρουσιάζουµε διαγραµµατικά και τα σχολιάζουµε στο υποκεφάλαιο 

τρία. 

 

Στο τελευταίο υποκεφάλαιο του δεύτερου κεφαλαίου, παρουσιάζουµε 

τους πίνακες που προκύπτουν από την απόδοση των µεθόδων, για 

την κάθε τιµή της εκκεντρότητας. Συµπληρωµατικά, σχολιάζουµε και 

την συµπεριφορά των µεθόδων που πρωτεύουν, σε κάθε πείραµα. 
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ABSTRACT 
 

In the current project we will study the two - body problem. This 

problem can be expressed through a system of differential 

equations with solutions that show oscillatory behavior. The two – 

body problem is subjected to a class of orbital problems described 

in the following form: 

 

y’’ = f(x,y),  y(x0) = y0 ,  y’(x0) = y’0 , µε x Є [x0,xn] 

For the above mentioned problem we will analyze and compare 

various linear multistep methods, always aiming for accuracy, i.e. 

the number of decimal digits to which the exact solution is 

approached. In the following paragraphs, we describe the structure 

of this paper. 

 

Firstly, in chapter one , we present the basic theory, and for its best 

appearance we divide the chapter to five sub-chapters. In the first 

sub-chapter we will make a brief introduction to differential 

equations, describing, in the same time, the process of finding the 

approximated solution that numerical analysis propose. We will also 

present the different types of differential equations, the second 

order differential equations, and define the suitable step size. 

 

In the second sub-chapter, of the first chapter, we summarize the 

different categories of methods that solve a differential 

equation. We will also give a description of some key features of 

these methods, such as the algebraic order, the implicity, the 

symmetry and the stability.  
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Concluding this sub-chapter, we present the problem of initial 

values, and designate the well and the poorly defined differential 

equations. 

 

In the third sub-chapter, of chapter one, having analyzed the 

meaning of approximated solution, we will see the different types of 

error that arise in our attempt to achieve so.  

 

In the fourth sub-chapter we will introduce the problem of two 

bodies, which we will study. We will do a little overview to its origin 

and will also see some great researchers involved in this. We will 

also present the equations that describe it, and give a visual 

representation of the concept of eccentricity. 

 

In sub-chapter five, we present a summary of some singe step 

methods, and although they do not directly concern us in 

this research, they are important so as to help the 

reader understand how multistep methods function. Moreover we 

make a brief presentation to the multistep methods. Special quote 

is also been given to linear and symmetric multistep methods. 

 

In chapter two we present the methods and we apply them to 

orbital problems. This chapter is also divided into four sub-chapters. 

 

In sub-chapter one, we present the methods studied in this paper. 

The grouping that we have done is based on the number of 

prerequisite steps, each method requires. 

 

In the second sub-chapter we present the results that we 

got from tests, carried out for different values of 

the eccentricity factor. To present our results we make use of some 

diagrams, with methods of the same order to maintain similar tones 
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of color. At the same time we comment on each method shown in 

the charts. 

 

Considering that orbital problems are long time problems, we 

reiterate some of our experiments to see how our methods behave 

for longer integration time.This gives us new results that we, as in 

the chapter above, will present graphically and comment in sub-

chapter three. 

 

Finally, in sub-chapter four, we present the tables resulting from the 

performance of our methods for each value of eccentricity.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Γύρω απ’ το πρόβληµα των δυο σωµάτων, και γενικά 

προβληµάτων που µπορούν να εκφραστούν µέσα από ένα σύστηµα 

διαφορικών εξισώσεων και οι λύσεις τους παρουσιάζουν 

ταλαντευτική συµπεριφορά, είναι αλήθεια ότι γίνεται αρκετή µελέτη. 

Τα προβλήµατα αυτά έχουν την µορφή : 

 

y’’ = f(x,y),    y(x0) = y0 ,    y’(x0) = y’0 , µε x Є [x0,xn] (1) 

 

και χωρίζονται σε δυο κατηγορίες, αυτά για τα οποία γνωρίζουµε και 

αυτά για τα οποία δεν γνωρίζουµε την συχνότητά τους. 

Εµείς εδώ θα µελετήσουµε τις γραµµικές µεθόδους 

πολλαπλών βηµάτων για το παραπάνω πρόβληµα και δίνοντας 

παράλληλα τόσο τον ορισµό των γραµµικών µεθόδων όσο και των 

υποκατηγοριών τους. 

Η µελέτη θα γίνει µε κριτήριο την ακρίβεια, τα δεκαδικά 

ψηφία δηλαδή, στα οποία οι µέθοδοι που µελετούµε προσεγγίζουν 

την ακριβή λύση. Κριτήριο επίσης θα αποτελέσει και το πόσο 

γρήγορα φτάνει η εκάστοτε µέθοδος, τόσο στην ελάχιστη όσο και 

στην µέγιστη ακρίβειά της. 

Μετά από την απαραίτητη εισαγωγή στις διαφορικές εξισώσεις 

και την αναφορά στις βασικές έννοιες που απαιτούνται για να 

κατανοήσει ο αναγνώστης τα αποτελέσµατα της εργασίας αυτής, θα 

παρουσιάσουµε το πρόβληµα που µελετάµε, τις εξισώσεις που το 

περιγράφουν και τους παράγοντες που το επηρεάζουν, όπως η 

εκκεντρότητα και το διάστηµα ολοκλήρωσης. 

Οι απλούστερες µέθοδοι που θα δούµε στο πρώτο µέρος της 

εργασίας αυτής δεν είναι ιδιαίτερα χρήσιµες στην πράξη, λόγω της 

σχετικά µικρής τους αποδοτικότητας. Ο σκοπός που αναφερόµαστε 

σ’ αυτές, είναι γιατί θέλουµε να εξοικειώσουµε τον αναγνώστη µε τις 

διάφορες έννοιες που θα του χρειαστούν στην πορεία της 
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ανάγνωσής του, και αυτό είναι πολύ πιο εύκολο να γίνει στην 

περίπτωση µιας απλής µεθόδου, παρά σε κάποια πιο σύνθετη. 

Στη συνέχεια, θα προχωρήσουµε, κάνοντας µια µικρή 

εισαγωγή στις µονοβηµατικές µεθόδους επίλυσης διαφορικών 

εξισώσεων, σηµειώνοντας ότι ιδίως οι µέθοδοι Runge-Kutta  

δεύτερης και τέταρτης τάξης χρησιµοποιούνται ευρέως τόσο για τον 

ικανοποιητικό βαθµό ακρίβειας που µας δίνουν όσο και για την 

ευκολία του προγραµµατισµού τους σε ηλεκτρονικό υπολογιστή. 

Έπειτα θα δούµε περιληπτικά κάποιες πολυβηµατικές 

µεθόδους επίλυσης διαφορικών εξισώσεων, µεθόδων δηλαδή που για 

να βρουν µια λύση, συνυπολογίζουν τις προσεγγίσεις σε περισσότερα 

του ενός προηγούµενα σηµεία. Έτσι ελπίζουµε να δώσουµε στον 

αναγνώστη το κατάλληλο υπόβαθρο, ώστε να εξοικειωθεί και να 

κατανοήσει πιο εύκολα τόσο τις διάφορες µεθόδους που θα 

συγκριθούν στην συνέχεια της εργασίας αυτής, όσο και τα 

αποτελέσµατα και τα συµπεράσµατα µας. 

Στα διαγράµµατα που παραθέτουµε, για να πετύχουµε την 

καλύτερη δυνατή εµφάνιση, έχουµε διαχωρίσει τις µεθόδους σε δυο 

οµάδες, αυτές που απαιτούν την γνώση µέχρι και εννέα 

προηγούµενων σηµείων και αυτές που χρειάζονται από δέκα και 

επάνω. Οι µέθοδοι της ίδιας αλγεβρικής τάξης έχουµε επιλέξει να 

διατηρούν το ίδιο χρώµα, σε διαφορετική απόχρωση, για καλύτερη 

οπτικοποίηση. Η πιο σκουρόχρωµη απόχρωση αντιστοιχίζεται στην 

πρώτη µέθοδο της εκάστοτε αλγεβρικής τάξης, µε την πιο 

ανοιχτόχρωµη να αντιστοιχίζεται στην τελευταία.  

Τα αποτελέσµατα της εργασίας, προκύπτουν από 

υπολογισµούς  που έγιναν σε λειτουργικό περιβάλλον Windows 7, µε 

χρήση της Matlab R2009a και θεωρώντας δεκαέξι σηµαντικά ψηφία 

ακρίβειας. Ο υπολογιστής διέθετε 4 GB DDR3 µνήµη. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  ΘΕΩΡΙΑ 

1.1 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

1.1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

Ως διαφορική εξίσωση ορίζουµε µια µαθηµατική έκφραση για 

στην οποία εµφανίζεται µια ή και περισσότερες παραγώγους µιας 

άγνωστης συνάρτησης. Οι διαφορικές εξισώσεις προκύπτουν σε 

πολλούς τοµείς της επιστήµης και διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο 

στην φυσική, την µηχανική, τα µαθηµατικά και την πληροφορική.  

Κάθε φορά που έχουµε στην διάθεσή µας συναρτήσεις που 

περιγράφουν την συνεχή µεταβολή κάποιων ποσοτήτων και τις 

παραγώγους αυτών, του ρυθµού µεταβολής τους δηλαδή, σε σχέση 

µε το χρόνο και το χώρο, µιλάµε τυπικά για διαφορικές εξισώσεις. 

Ακόµα και όταν οι σχέσεις αυτές µπορούν να υποτεθούν ώστε να 

µοντελοποιήσουµε και να περιγράψουµε φυσικά φαινόµενα, τεχνικές 

ή φυσικές διεργασίες, δυναµικά συστήµατα στη βιολογία, στην 

οικονοµία και αλλού.  

Το πιο κλασικό παράδειγµα προέρχεται από την επιστήµη της 

φυσικής, και συγκεκριµένα την κινηµατική, όπου η κίνηση που 

διαγράφει ένα σώµα περιγράφεται από τη θέση και την ταχύτητά του 

σε συνάρτηση µε το χρόνο.  

Ο Νεύτωνας πρώτα, τόσο µε τον πρώτο όσο και µε τον 

δεύτερο νόµο του κατάφερε να συσχετίσει τη θέση, την ταχύτητα, τη 

επιτάχυνση και τις υπόλοιπες δυνάµεις που εφαρµόζονται σε ένα 

σώµα. Έτσι εµφανίζεται µια διαφορική εξίσωση στην οποία ο 

άγνωστος είναι η συνάρτηση της θέσης του σώµατος σε σχέση µε το 

χρόνο, και στις περισσότερες περιπτώσεις επιλύεται µε την χρήση 

των εξισώσεων κίνησης. Ως λύση µιας διαφορικής εξίσωσης 

καθορίζεται οποιαδήποτε συνάρτηση ικανοποιεί την εξίσωση αυτή.  
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Όµως µόνο οι απλούστερες διαφορικές εξισώσεις έχουν λύσεις 

που περιγράφονται από αναλυτικούς τύπους, ώστε να πάρουµε τις 

ακριβείς τους λύσεις. Οι περισσότερες διαφορικές εξισώσεις που 

προκύπτουν στην πράξη, δεν είναι δυνατό να επιλυθούν. Οι 

ιδιότητες των λύσεων µιας δεδοµένης διαφορικής εξίσωσης ενδέχεται 

να µπορούν να οριστούν χωρίς να βρεθεί η ακριβής µορφή της 

λύσης.  

Ακόµα και στις περιπτώσεις που δεν έχουµε στα χέρια µας την 

αναλυτική έκφραση της λύσης ενδέχεται η λύση να µπορεί να 

προσεγγιστεί, µε κάποιο δεδοµένο βαθµό ακρίβειας, αριθµητικά µε 

υπολογιστή. Στην κατεύθυνση αυτή προσανατολίζεται η Αριθµητική 

Ανάλυση, µε διάφορες µεθόδους που έχει αναπτύξει, βοηθώντας έτσι 

σε µεγάλο βαθµό, τις διάφορες Εφαρµοσµένες Επιστήµες.  

 

1.1.2   Η ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΕΥΡΕΣΗΣ ΛΥΣΗΣ 

Έστω ότι ασχολούµαστε µε την πιο απλή διαφορική εξίσωση, 

που είναι η συνήθης διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, της µορφής: 

  y’ = f (x,y)  (1) 

µε y = y(x) να είναι η άγνωστη συνάρτηση του x, και η οποία 

ικανοποιεί την αρχική συνθήκη: 

  y(x0) = y0   (2)  

µε τα x0 y0 γνωστά. 

Η αριθµητική ανάλυση, µε τις σχετικές µεθόδους που έχει 

αναπτύξει, δίνει τη λύση σε τέτοια προβλήµατα, προσεγγιστικά, 

σχετικά γρήγορα και µε σφάλµα µικρότερο και απ’ αυτό που θα 

είχαµε, αν υπολογίζαµε την λύση της εξίσωσης σε κάποιο σηµείο, 

µέσω της αναλυτικής της έκφρασης.  
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Όταν µιλάµε για αριθµητική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης, 

συνήθως αναφερόµαστε σε έναν πίνακα από προσεγγιστικές τιµές, 

σε σηµεία του πεδίου ορισµού της, που διαλέγονται από εµάς.  

Για να το πετύχουµε αυτό, εργαζόµαστε µε τον ακόλουθο τρόπο: 

Αρχικά θα πρέπει να επιλέξουµε έναν φυσικό αριθµό n. 

Έπειτα, ονοµάζουµε xn το σηµείο στο οποίο επιζητούµε την λύση. 

Έτσι αν υποθέσουµε ότι  το xn είναι µεγαλύτερο απ’ το x0 

καταφέρνουµε να διακριτοποιήσουµε το συνεχές διάστηµα [x0,xn] και 

συνεπώς να το αντικαταστήσουµε από n+1 διακεκριµένα σηµεία.  

Έστω λοιπόν  

   xi = x0 + ih | i = 0(1)n, τα σηµεία αυτά  

µε βήµα  h = (xn - x0 ) / n. 

Μετά θα ονοµάζουµε yi την λύση y, στο σηµείο i, όπου x = xi. 

Την τελική ζητούµενη τιµή, y(x) = y(xn) = yn, θα την βρίσκουµε µε 

την εύρεση των τιµών σε όλα τα σηµεία xi για i από 1 έως n, δηλαδή 

yi = y(xi) | i = 1(1)n.  

Ωστόσο η διαδικασία αυτή δεν σταµατά εδώ, στην 

πραγµατικότητα την επαναλαµβάνουµε µε διπλασιασµό κάθε φορά 

της τιµής του n, και σταµατάµε µόνο όταν συµπέσουν δυο διαδοχικές 

τιµές της y(x) σε τόσα δεκαδικά ψηφία, όσα ικανοποιούν την 

ακρίβεια που ζητάµε.   

Στην συνέχεια της εργασίας αυτής, θα αναλυθούν δυο βασικές 

κατηγορίες µεθόδων, οι µονοβηµατικές και οι πολυβηµατικές, και θα 

συνδυαστούν στην προσπάθειά µας για ανεύρεση και σύγκριση των 

διαφόρων λύσεων που θα µας δώσει η καθεµιά απ’ τις συναρτήσεις 

που θα µελετηθούν. 
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1.1.3 ΕΜΠΛΕΚΟΜΕΝΕΣ ΕΠΙΣΤΗΜΕΣ 

Η µελέτη των διαφορικών εξισώσεων καταλαµβάνει ένα 

µεγάλο µέρος των επιστηµών και κυµαίνεται από τα καθαρά έως και 

τα εφαρµοσµένα µαθηµατικά. Όπως θα δούµε και παρακάτω 

υπάρχουν διάφορα είδη διαφορικών εξισώσεων που µπορούµε να 

συναντήσουµε, µε πιο σηµαντική ίσως τη διάκριση που γίνεται 

ανάµεσα σε γραµµικές και µη-γραµµικές. Οι ιδιότητες των 

διαφορικών εξισώσεων, η δυσκολία ή ευκολία µε την οποία 

επιλύονται (αν επιλύονται) διαφέρουν πολύ ανάλογα µε το είδος της 

διαφορικής εξίσωσης.  

Τα καθαρά µαθηµατικά µελετούν µεταξύ άλλων αν µια εξίσωση 

έχει λύση, και όταν έχει αν αυτή είναι µοναδική.  

Τα εφαρµοσµένα µαθηµατικά δίνουν έµφαση στις διεξοδικές 

µεθόδους προσέγγισης των λύσεων και στη εξέταση του κατά πόσο 

οι προσεγγίσεις αυτές είναι κοντά στις κανονικές λύσεις.  

Οι φυσικοί και οι µηχανικοί συνήθως ενδιαφέρονται 

περισσότερο για τον υπολογισµό προσεγγιστικών λύσεων για 

διαφορικές εξισώσεις και λιγότερο για εξηγήσεις του αν οι 

προσεγγίσεις αυτές είναι κοντά στις κανονικές λύσεις. Οι λύσεις 

αυτές χρησιµοποιούνται στη συνέχεια για να προσοµοιώσουν την 

κίνηση των ουρανίων σωµάτων, την προσοµοίωση νευρώνων, το 

σχεδιασµό γεφυρών, αυτοκινήτων, αεροπλάνων, υδραυλικών 

συστηµάτων, κλπ.  

 

1.1.4 ΕΙ∆Η ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

Υπάρχουν διάφορες κατηγορίες διαφορικών εξισώσεων, 

συνήθεις, µερικές, καθυστέρησης, στοχαστικές και αλγεβρικές, µε τις 

τρείς πρώτες ωστόσο να είναι οι πιο αξιοσηµείωτες.  
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Η πρώτη κατηγορία, λοιπόν, είναι η  συνήθης διαφορική 

εξίσωση. Έτσι χαρακτηρίζουµε την εξίσωση για την οποία η άγνωστη 

συνάρτηση (συχνά γνωστή και ως εξαρτηµένη µεταβλητή) είναι 

συνάρτηση µιας και µόνο ανεξάρτητης µεταβλητής.  

Αντίστοιχα ως µερική διαφορική εξίσωση χαρακτηρίζουµε την 

εξίσωση εκείνη για την οποία η άγνωστη συνάρτηση είναι 

συνάρτηση πολλών ανεξάρτητων µεταβλητών. 

Καθυστέρησης λέγεται η διαφορική εξίσωση στην οποία η 

παράγωγος της άγνωστης συνάρτησης σε µια δεδοµένη χρονική 

στιγµή δίδεται σε σχέση µε τιµές της συνάρτησης  

Όλες οι παραπάνω κατηγορίες διαφορικών εξισώσεων 

διαιρούνται σε γραµµικές και µη γραµµικές υποκατηγορίες. Όταν η 

εξαρτηµένη µεταβλητή και όλες οι παράγωγοί της εµφανίζονται στη 

δύναµη 1 και δεν υπάρχουν γινόµενα ή συναρτήσεις της 

εξαρτηµένης µεταβλητής, η εξίσωση θα λέγεται γραµµική. Σε 

αντίθετη περίπτωση θα λέγεται µη γραµµική. Συνεπώς µε το y'είναι η 

πρώτη παράγωγος της συνάρτησης y, η εξίσωση y' = y 

είναι γραµµική, ενώ αντιθέτως η εξίσωση y' = y2    είναι µη γραµµική.  

Ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό µιας διαφορικής εξίσωσης είναι 

ο βαθµός της, ο οποίος είναι ο βαθµός της µεγαλύτερης παραγώγου 

(µιας εξαρτηµένης µεταβλητής) που εµφανίζεται στην εξίσωση, 

οπότε µπορούν να ταξινοµηθούν επιπλέον, ανάλογα µε τον βαθµό 

τους. 

 

1.1.5 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ∆ΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ 

Πολλά τροχιακά προβλήµατα, εκφράζονται από διαφορικές 

εξισώσεις δευτέρου βαθµού, ή µέσα από ένα σύστηµα διαφορικών 

εξισώσεων, όπου δεν έχουµε καµία πληροφορία για την πρώτη 
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παράγωγο του y(x). Τέτοιου τύπου συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, 

συχνά εµφανίζονται στην αστρονοµία και την αστροφυσική, αλλά και 

αλλού. Οι διαφορικές εξισώσεις δευτέρου βαθµού, περιγράφονται µε 

την παρακάτω µορφή: 

 

y’’ = f(x,y),  y(x0) = y0 ,  y’(x0) = y’0 , µε x Є [x0,xn] 

  

 

1.1.6 ΜΕΓΕΘΟΣ ΒΗΜΑΤΟΣ 

Εάν η ακολουθία των προσεγγίσεων έχει ήδη υπολογιστεί 

χρησιµοποιώντας ένα συγκεκριµένο βήµα και, για κάποιους λόγους, 

παίρνουµε την απόφαση να το αλλάξουµε, τότε προκύπτουν αρκετές 

επιλογές ως προς τον τρόπο µε τον οποίο αυτό θα µπορούσε να 

γίνει.  

Παραδείγµατος χάριν, εάν επιλέξουµε να διπλασιάσουµε το 

βήµα, τότε η απαραίτητη πληροφορία να µας είναι  ήδη διαθέσιµη 

χωρίς περαιτέρω υπολογισµούς.  

Η διχοτόµηση δεν είναι τόσο βολική επειδή απαιτούνται νέες 

προσεγγίσεις των y (x) και yt (x) στα ενδιάµεσα, απ’ αυτά που έχουν 

ήδη υπολογιστεί, σηµεία.  

Εντούτοις, και οι δύο αυτές είναι ειδικές περιπτώσεις και 

συνήθως απαιτείται η αλλαγή του βήµατος µιας τάξης, που είναι ίσως 

µεγαλύτερη από 0.5 και µικρότερη από 2.0. 
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1.2 ΕΠΙΛΥΣΗ ∆. Ε. ΚΑΙ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ 

1.2.1 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

Όπως θα αναπτύξουµε και στην συνέχεια της εργασίας αυτής, 

υπάρχουν δυο κατηγορίες µεθόδων, και διαχωρίζονται ανάλογα µε 

τον τρόπο που βρίσκουν την λύση της διαφορικής στο ζητούµενο 

σηµείο. 

Αρχικά, θα αναφερθούµε στις µονοβηµατικές µεθόδους ή 

µεθόδους απλού βήµατος. Οι µέθοδοι που ανήκουν στην 

κατηγορία αυτή βρίσκουν την εκάστοτε ζητούµενη τιµή yi κάνοντας 

χρήση µόνο της λύσης στο προηγούµενο σηµείο yi-1, από ένα σύνολο 

ήδη υπολογισµένων και άρα  γνωστών λύσεων yi | i = 1(1)n-1. 

Η άλλη βασική κατηγορία είναι οι πολυβηµατικές µέθοδοι ή 

µέθοδοι πολλαπλών βηµάτων. Στην κατηγορία αυτή, οι µέθοδοι, 

βρίσκουν την εκάστοτε ζητούµενη τιµή yi κάνοντας χρήση 

περισσοτέρων από µιας γνωστών τιµών yi-1 , yi-2 | i = 1(1)n. Εδώ 

γίνεται και περεταίρω κατηγοριοποίησή τους, ανάλογα µε το πόσες 

από τις προηγούµενες γνωστές τιµές χρησιµοποιούν. Έτσι αν κάνουν 

χρήση δυο τιµών, προκύπτουν οι µέθοδοι δυο βηµάτων, αν κάνουν 

χρήση τριών, οι τριών βηµάτων, και ούτω καθεξής. 

Οι γραµµικές µέθοδοι πολλαπλών βηµάτων είναι αριθµητικές 

µέθοδοι που χρησιµοποιούν τις πρόσθετες προσεγγίσεις εκτός από 

αυτές στα διακριτοποιηµένα σηµεία. Έτσι αυξάνουν την αλγεβρική 

τους τάξη, σχετικά µε τα προηγούµενα σηµεία. Τέτοιες µέθοδοι 

χρησιµοποιούνται για την αριθµητική λύση τόσο στα συστήµατα 

πρώτης όσο και σε αυτά της δεύτερης αλγεβρικής τάξης των 

συνήθων διαφορικών εξισώσεων.  

Στις περισσότερες των περιπτώσεων είναι και αποδοτικότερες 

από τις µεθόδους απλού βήµατος, γιατί εκµεταλλεύονται τα 

δεδοµένα από περισσότερα του ενός σηµεία. Έτσι µειώνουν και το 
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υπολογιστικό κόστος, καθώς αρκούνται σε έναν υπολογισµό της 

συνάρτησης ανά βήµα. 

Οι συµµετρικές µέθοδοι έχουν αναπτυχθεί προκειµένου να 

ενσωµατώνουν τα αντιστρέψιµου χρόνου συστήµατα των συνήθων 

διαφορικών εξισώσεων. Αυτό το καταφέρνουν µε την ικανότητα του 

µη µηδενικού διαστήµατός της περιοδικότητας τους. Το κύριο 

µειονέκτηµά τους όµως είναι ότι, στις περισσότερες περιπτώσεις των 

ήδη κατασκευασµένων µεθόδων και για µερικές µοναδικές τιµές του 

µεγέθους του βήµατος, οι µέθοδοι δεν συγκλίνουν καθόλου, λόγω 

της ύπαρξης των πλαστών ριζών της αντίστοιχης χαρακτηριστικής 

τους εξίσωσης. [4] 

 

1.2.2 ΒΑΣΙΚΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ 

Κάποιες βασικές ιδιότητες των παραπάνω µεθόδων 

παραθέτονται περιληπτικά εδώ, ενώ γίνεται και εκτενέστερη 

αναφορά τους στην συνέχεια της εργασίας. 

 

1.2.2.1 ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΤΑΞΗ  

Εξετάζουµε µεθόδους από τρίτης µέχρι και δέκατης πέµπτης 

αλγεβρικής τάξης. Οι χαµηλής τάξης µέθοδοι είναι ευκολότερο να 

εφαρµοστούν και στις περισσότερες περιπτώσεις έχουν χαµηλότερες 

απαιτήσεις µνήµης, ενώ οι υψηλής τάξης µέθοδοι έχουν µεγαλύτερη 

αποδοτικότητα, δηλ. υψηλότερη ακρίβεια για το ίδιο υπολογιστικό 

κόστος. 

 

1.2.2.2 ΕΜΜΕΣΟΤΗΤΑ 

Έµµεσες ονοµάζουµε τις µεθόδους όπου είναι απαραίτητο να 

αξιολογηθεί η τιµή της συνάρτησης στο τρέχον διακριτοποιηµένα 

σηµείο. Έτσι λοιπόν πρέπει να λυθεί το παραγόµενο σύστηµα των µη 

γραµµικών εξισώσεων, οι οποίες θα παραγάγουν τις τιµές της 
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συνάρτησης που θα χρησιµοποιηθούν στο επόµενο βήµα. Οι έµµεσες 

µέθοδοι έχουν βελτιωµένες ιδιότητες σε σύγκριση µε τις άµεσες. 

 

1.2.2.3 ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 

Η συµµετρία είναι µια επιθυµητή ιδιότητα για τα προβλήµατα 

αντιστρέψιµου χρόνου. Όλες οι συµµετρικές γραµµικές 

πολυβηµατικές µέθοδοι έχουν µηδενικές απώλειες. 

 

1.2.2.4 ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ 

Η ευστάθεια µιας αριθµητικής µεθόδου µελετάται µέσω της 

ευστάθειας της συνάρτησης της µεθόδου, η οποία προέρχεται από 

µια συγκεκριµένη δοκιµαστική εξίσωση για κάθε τύπο ευστάθειας. Α- 

ευστάθεια, L- ευστάθεια  ή P- ευστάθειας είναι πολύ σηµαντικές για 

την περιοδική/ταλαντώτική λύση. 

 

1.2.3 ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΠΟΛΥΒΗΜΑΤΙΚΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ 

Αρχικά, πριν µιλήσουµε για την ευστάθεια, θα πρέπει να 

ορίσουµε την συνέχεια, έτσι λοιπόν παραθέτουµε την 

συνθήκη συνέχειας του Lipschitz. 

Συνθήκη  Lipschitz 

Αν Α ένα υποσύνολο του R2 θα λέµε ότι µια συνάρτηση f:A�R 

ικανοποιεί µια συνθήκη Lipschitz ως προς y, όταν υπάρχει 

σταθερά k>0 έτσι ώστε για κάθε (x,y1) και (x,y2) που ανήκουν στο Α 

να ισχύει: 

|f(x,y1) - (x,y2)| < k |y1 – y2|. 

Σηµείωση: Η σταθερά k ονοµάζεται σταθερά του Lipschitz. 
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Τώρα µπορούµε να προχωρήσουµε, µε τον ορισµό της 

ευστάθειας, όσον αφορά τις πολυβηµατικές µεθόδους. Έστω λοιπόν 

το παρακάτω πρόβληµα αρχικών τιµών: 

  y΄ = f(x,y),  x0 ≤ x ≥xn 

  y(x0) = y0 

µε την f : [x0 ,xn] να είναι συνεχείς και να ικανοποιεί την 

συνθήκη Lipschitz.  

Συµβολίζοντας µε n τα σηµεία ολοκλήρωσης, το βήµα h θα 

γράφεται            

h=
x0 - xn
n   και το xi = x0 + ih   |   i=0(1)n. 

Έτσι µια πολυβηµατική µέθοδος k βηµάτων, µε σταθερές 

ακ,...,α0,βκ,...,β0 θα λέγεται ευσταθής εάν υπάρχει µια σταθερά C, 

εξαρτούµενη της συνάρτησης f αλλά ανεξάρτητη του πλήθους των 

σηµείων ολοκλήρωσης n, τέτοια ώστε για τις ακολουθίες yi , zi µε 

την παρακάτω µορφή 

 y0,…,yk-1 ως δεδοµένα 

 αkyi+k+…+α0yi = h(βκf(xi+k,yi+k)+…+β0f(xi,yi))   |    i=0(1)n-k 

και  

 z0,…,zk-1 ως δεδοµένα 

 αkzi+k+…+α0zi = h(βκf(xi+k,zi+k)+…+β0f(xi,zi))   |    i=0(1)n-k 

η ποσότητα  

  max |yi - zi|  | 0 ≤ i ≥ n 
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να είναι πάντοτε µικρότερη ή ίση µε την ποσότητα 

  C · max |yj – zj| | 0 ≤ j ≥ n-1 

Επίσης αναγκαία για την ευστάθεια µιας µεθόδου, είναι και το 

να πληρείται η συνθήκη των ριζών, που θα ορίσουµε στις επόµενες 

γραµµές [5]. 

Μια πολυβηµατική µέθοδος, θα ικανοποιεί την συνθήκη των 

ριζών αν για το χαρακτηριστικό της πολυώνυµο π που είναι: 

  π(y) = αkyk + … + α0 , 

όλες του οι ρίζες έχουν µέτρο µικρότερο ή το πολύ ίσο µε την 

µονάδα και αυτές που θα έχουν µέτρο ίσο µε τη µονάδα να είναι 

απλές.  

∆ηλαδή:  

  Αν  π(y) = 0  τότε        |y| ≤ 1, 

  και αν       π(y) = π΄(y) = 0 τότε        |y| < 1 

 

 

1.2.4 ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΩΝ ΑΡΧΙΚΩΝ ΤΙΜΩΝ 

Αρχικά για να περιγράψουµε, µε συντοµία, το πρόβληµα των 

αρχικών τιµών θα πρέπει να θεωρήσουµε x0 και xn που ανήκουν το 

R, µε x0<xn , µια συνάρτηση f : [x0,xn] στο R, και y0 που επίσης 

ανήκει στο R.  

Τότε το κλασικό πρόβληµα των αρχικών τιµών µπορεί να 

εκφραστεί ως εξής: 

Ψάχνουµε µια συνάρτηση y: [x0,xn] στο R, τέτοια ώστε  

  y’(x) = f(x,y(x)),  x0 ≤ x ≤ xn   , 

και   y(x0) = y0    
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Έστω τώρα ότι η f είναι µια συνεχής συνάρτηση που ανήκει 

στο R. Κάθε συνάρτηση y που ικανοποιεί τόσο την διαφορική 

εξίσωση, όσο και την αρχική µας συνθήκη y(x0) = y0   θα λέγεται 

λύση του προβλήµατος των αρχικών µας τιµών, που περιγράψαµε 

πιο πάνω. 

Το παραπάνω πρόβληµα εξετάζεται από την θεωρία των 

συνήθων διαφορικών εξισώσεων, και ειδικότερη µελέτη γίνεται στις 

συνθήκες της f που εξασφαλίζουν είτε την ύπαρξη λύσης, είτε την 

µοναδικότητά της, είτε και τα δυο. Μελέτη ωστόσο γίνεται και για το 

κατά πόσο η λύση αυτή εξαρτάται συνεχώς από τα αρχικά µας 

δεδοµένα. «Εξαρτάται συνεχώς» εδώ σηµαίνει το εξής:  

Υποθέτοντας ότι y είναι η λύση του αρχικού µας προβλήµατος 

και t η λύση του αντίστοιχου προβλήµατος µε αρχική τιµή t0 αντί για 

y0, θέλουµε όταν η διαφορά των αρχικών τιµών | t0 - y0| είναι µικρή, 

και η αντίστοιχη διαφορά των λύσεων | t - y| να είναι επίσης µικρή.     

Έτσι λοιπόν ένα πρόβληµα θα λέµε ότι είναι πρόβληµα αρχικών 

τιµών, εάν η συνθήκη ή οι συνθήκες που περιγράφουν το πρόβληµα 

είναι γνωστές, στην αρχή του διαστήµατος επίλυσης. Αντίστοιχα, ένα 

πρόβληµα θα λέµε ότι είναι πρόβληµα συνοριακών τιµών, εάν η 

συνθήκη ή οι συνθήκες που περιγράφουν το πρόβληµα είναι 

γνωστές, τόσο στην αρχή, όσο και στο τέλος, του διαστήµατος 

επίλυσης. 

 

1.2.5 ΚΑΛΩΣ ΚΑΙ ΚΑΚΩΣ ΟΡΙΣΜΕΝΕΣ 

Ένα µαθηµατικό πρόβληµα περιγράφεται µε µοναδικό τρόπο 

κάτω από καθορισµένες αρχικές και συνοριακές συνθήκες. Για να 

καταφέρουµε να ορίσουµε µονοσήµαντα τη λύση ενός προβλήµατος 

αρχικών ή συνοριακών τιµών, θα πρέπει το πρόβληµα να είναι καλά 

τοποθετηµένο ή καλά ορισµένο.  
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Οι προϋποθέσεις για να χαρακτηρίσουµε ένα πρόβληµα ως 

καλά ορισµένο είναι οι  ακόλουθες: 

• Να δίνεται η µαθηµατική περιγραφή, υπό τη µορφή 

διαφορικής εξίσωσης, που περιγράφει το πρόβληµα. 

• Να έχει λύση η διαφορική εξίσωση 

• Η λύση να είναι µοναδική , και 

• Να ικανοποιούνται τα δεδοµένα του προβλήµατος 

Με λίγα λόγια θα πρέπει το πρόβληµα να έχει λύση, η λύση 

αυτή να είναι µοναδική, και να εξαρτάται κατά τρόπο συνεχή, απ’ τα 

δεδοµένα του προβλήµατος.  

Έτσι λοιπόν, οι πιθανές διαταραχές που µπορεί να εµφανιστούν 

σε κάποιες απ’ τις λύσεις της διαφορικής εξίσωσης,  η οποία είναι 

καλώς ορισµένη, θα σβήνουν µε τον χρόνο, καθώς οι λύσεις θα 

συγκλίνουν, ενώ αντιθέτως στις κακώς ορισµένες εξισώσεις, η 

διαταραχές αυτές τείνουν να διογκώνονται, καθώς οι λύσεις 

παρουσιάζουν αποκλίνουσα συµπεριφορά. 
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1.3 ΣΦΑΛΜΑΤΑ 

1.3.1  ΣΦΑΛΜΑΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ 

Όπως έχουµε ήδη πει, η Αριθµητική Ανάλυση δηµιουργεί 

µεθόδους που επιλύουν διαφορικές εξισώσεις µε την βοήθεια του 

Η/Υ. Αυτό σηµαίνει πως γίνεται χρήση µόνο τον τεσσάρων βασικών 

πράξεων (πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασµός και διαίρεση). Το 

γεγονός αυτό είναι αυτό που ουσιαστικά ευθύνεται για την 

δηµιουργία του σφάλµατος. 

Έχουµε επίσης αναφέρει ότι οι λύσεις υπολογίζονται 

προσεγγιστικά. Έτσι λοιπόν προκύπτουν οι έννοιες της ακριβής και 

της προσεγγιστικής τιµής, όπου όταν καλούµαστε να εφαρµόσουµε 

µια µέθοδο θα θεωρούµε πως τα δεδοµένα µας δίνονται µε την 

ακριβή τους τιµή, ενώ αντιθέτως τα αποτελέσµατα θα τα παίρνουµε 

µε την προσεγγιστική τους.  

Τα δεδοµένα ωστόσο, µπορεί να έχουν προκύψει από µια άλλη 

υπολογιστική µέθοδο και συνεπώς να αποκλίνουν τα ίδια, από την 

πραγµατική τιµή. Το σφάλµα αυτό το αντιµετωπίζουµε, 

ενσωµατώνοντάς το στο ολικό σφάλµα. 

Αν θεωρήσουµε, λοιπόν, x την πραγµατική και x* την 

προσεγγιστική τιµή µιας αριθµητικής µεθόδου, τότε σφάλµα θα 

ονοµάζουµε την ποσότητα x - x* και θα την συµβολίζουµε µε «ε». Η 

διόρθωση, αντίστοιχα, θα είναι η ποσότητα –ε και θα συµβολίζεται 

µε «τ». Το απόλυτο σφάλµα θα είναι το |τ| ή το |ε|. Το σχετικό 

σφάλµα θα δίνεται από την σχέση δ = 
ε
x  , και κατά συνέπεια το 

απόλυτο σχετικό σφάλµα θα είναι το |δ| = | 
ε
x | . 

Εάν τώρα θεωρήσουµε ότι δεν υπάρχουν σφάλµατα στα 

δεδοµένα του προβλήµατος, τα σφάλµατα που προκύπτουν κατά τον 

υπολογισµό της προσεγγιστικής λύσης από τη µέθοδο, θα 

διακρίνονται σε δυο κύρια είδη. Το σφάλµατα αποκοπής και το 

σφάλµα στρογγύλευσης. 
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Όταν η µέθοδος υπολογίσει ένα αλγεβρικό άθροισµα 

πεπερασµένου πλήθους όρων, αντί για µια σειρά (δηλαδή ένα 

αλγεβρικό άθροισµα µε άπειρους όρους), θα προκύψει το σφάλµα 

που ονοµάζουµε σφάλµα αποκοπής. Το σφάλµα αυτό, µπορεί να 

διαχωριστεί σε τοπικό και ολικό, µε το πρώτο να αφορά στο σφάλµα 

που προκύπτει σε ένα και µόνο βήµα της µεθόδου, ενώ το δεύτερο 

να αποτελεί το συσσωρευµένο σφάλµα που προκύπτει από το 

άθροισµα όλων των προηγούµενων τοπικών σφαλµάτων. 

Τέλος το σφάλµα στρογγύλευσης θα προκύπτει όταν 

αντικαθιστούµε έναν αριθµό, από έναν άλλο µε πεπερασµένο αριθµό 

δεκαδικών ψηφίων. 

Τόσο τα σφάλµατα αποκοπής όσο και αυτά της στρογγύλευσης 

είναι αναπόφευκτα, αφού για τους υπολογισµούς µας, είµαστε 

αναγκασµένοι να χρησιµοποιούµε πεπερασµένο πλήθος αριθµών, και 

αριθµούς πεπερασµένων δεκαδικών ψηφίων. 
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1.4 ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

1.4.1  ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΩΝ ∆ΥΟ ΣΩΜΑΤΩΝ 

 Στην κλασσική µηχανική, το πρόβληµα των δύο σωµάτων 

(two-body problem) είναι ο καθορισµός της κίνησης δύο υλικών 

σηµείων πεπερασµένης µάζας που έλκονται αµοιβαία µε δύναµη 

αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της απόστασής τους (νόµος 

του Νεύτωνα, δεδοµένων των αρχικών συνθηκών θέσεως και 

ταχύτητας.  

 Τα πιο χαρακτηριστικά παραδείγµατα περιλαµβάνουν έναν 

δορυφόρο που κινείται σε τροχιά γύρω από έναν πλανήτη, ένας 

πλανήτης σε τροχιά γύρω από ένα αστέρι, δύο αστέρια που το ένα 

κινείται σε τροχιά γύρω απ' το άλλο (ένα δυαδικό αστέρι), και το πιο 

κλασικό απ' όλα, ένα ηλεκτρόνιο που γυρίζει σε τροχιά γύρω από 

έναν ατοµικό πυρήνα.  

[9] Το πρόβληµα των δύο σωµάτων µπορεί να 

αναδιατυπωθεί ως δύο ανεξάρτητα προβλήµατα ενός σώµατος, ένα 

τετριµµένο και ένα που προϋποθέτει την επίλυση για την κίνηση του 

σωµατιδίου, σε µια εξωτερική δύναµη.  

 ∆εδοµένου ότι για πολλά προβλήµατα ενός σώµατος µπορεί 

να βρεθεί η ακριβής λύση, αφού όπως αποδείχθηκε µπορούν να 

εκφρασθούν µε γνωστές συναρτήσεις και συγκεκριµένα τις 

συναρτήσεις των κωνικών τοµών, το αντίστοιχο πρόβληµα των δύο 

σωµάτων µπορεί επίσης να λυθεί ακριβώς. Αντιθέτως, το πρόβληµα 

των τριών σωµάτων (και, γενικότερα, το πρόβληµα των N σωµάτων 

για N µεγαλύτερο ή και ίσο του τρία) δεν µπορεί να λυθεί ακριβώς, 

εκτός από κάποιες ειδικές περιπτώσεις. 

 Η ιστορία του προβλήµατος αρχίζει µε τους Euler και Lagrange 

περί το 1722 ενώ έχουν συµβάλει ιδιαίτερα και οι  Jacobi το 1836, 

Hill το 1878, Brown το 1896, Poincare το 1899 και Birkhoff το 1950. 

Παρά το  ότι οι εξισώσεις του προβλήµατος είχαν διατυπωθεί από την 

εποχή του Lagrange, µε την απόδειξη της µη αναλυτικής λύσης του 
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προβλήµατος από τον Burns το 1892, οι ερευνητές περιορίστηκαν 

στην ποιοτική του µελέτη. 

 

Ανάλογα µε την τροχιά που διαγράφουν τα σωµατίδια που 

µελετούνται διακρίνουµε: 

• Το κυκλικό πρόβληµα, στο οποίο ο παράγοντας 

εκκεντρότητας (e) ισούται µε µηδέν. Έτσι τα σωµατίδια εκτελούν 

κυκλική κίνηση γύρω από το κέντρο µάζας τους. 

• Το ελλειπτικό πρόβληµα, στο οποίο ο παράγοντας 

εκκεντρότητας (e) παίρνει διακριτές τιµές από το σύνολο (0,1]. Έτσι 

τα σωµατίδια εκτελούν ελλειπτική κίνηση γύρω από το κέντρο µάζας 

τους. 

Συγκριτικά, µελέτη του ελλειπτικού προβλήµατος παρουσιάζει 

µεγαλύτερο ενδιαφέρον γιατί οι συχνότερα παρουσιαζόµενες 

περιπτώσεις στον πραγµατικό κόσµο, πληρούν ακριβέστερα τις 

προϋποθέσεις του ελλειπτικού, παρά του κυκλικού προβλήµατος. 

 Έτσι λοιπόν, ο τοµέας της θεωρητικής φυσικής που ασχολείται 

µε το πρόβληµα των N-σωµάτων συχνά στηρίζεται σε ένα σύνολο 

προσεγγίσεων που κάνει το συγκεκριµένο πρόβληµα πιο προσιτό, και 

το κατατάσσει µεταξύ των πιο υπολογιστικά δύσκολων προβληµάτων 

της επιστήµης. 

 

1.4.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΡΧΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ 

Στο παράδειγµα που θα µελετήσουµε σ’ αυτήν την εργασία, το 

πρόβληµα περιγράφεται από το ζεύγος των διαφορικών εξισώσεων 

που ακολουθεί: 

  

 y’’ = - 
y
r3  ,  µε y(0) = 1 – e  και y’(0) = 0 

 

      z’’ = - 
z
r3  ,  µε z(0) = 0   και z’(0) =  

1 + e
1 - e    



 28 

 

  

όπου για την ακτίνα “r” έχουµε:  r = y2 + z2  και το ε είναι ο 

παράγοντας εκκεντρότητας.  

Η ακριβής λύση του προβλήµατος δίνεται από τις παρακάτω 

εξισώσεις:  

  

y(x) = cos(u) – e   και  z(x)= 1 - e2sin(x) 

 

µε το “u” να βρίσκεται από την επίλυση της εξίσωσης: 

  
 u – e sin(u) – x = 0.  
 
Το  σύστηµα  θα  επιλυθεί  στο  διάστηµα  χρόνου  t Є [0,1000] και 

t Є [0,100000], και  η εκτιµηθείσα συχνότητα έχει οριστεί να είναι 

w =  
1
r3 . 

Έτσι, για να γίνει  πιο εύκολα κατανοητή η έννοια της 

εκκεντρότητας, παρουσιάζουµε κάποια διαγράµµατα θέσης του 

σώµατος για διαφορετικές τιµές του e. 

 

 

 

 

Για e =0  
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Για e =0.3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για e =0.6  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για e =0.95  



 30 

1.5 ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

1.5.1 ΜΟΝΟΒΗΜΑΤΙΚΕΣ 

Στην παρούσα εργασία, δεν θα αναφερθούµε αναλυτικά στις 

µονοβηµατικές µεθόδους επίλυσης διαφορικών εξισώσεων, όµως 

κρίνεται απαραίτητη µια µικρή αναφορά, ώστε ο αναγνώστης να 

καταλάβει πως, δεδοµένης µιας αρχικής κατάστασης, µπορεί µε τις 

τεχνικές αυτές, να παράγει λύσεις σε περισσότερα του ενός σηµεία. 

Έτσι, δεδοµένου αυτών, θα µπορέσει να κάνει χρήση κάποιας 

πολυβηµατικής µεθόδου.  

Αρχικά λοιπόν, αναφερόµαστε στην µέθοδο της σειράς Taylor, 

που έχει την µορφή:  

 

 yi+1 = yi + hyi’ + … + 
hk

k! yi
k      |  i = 0(1)n-1  

 

µε σφάλµα αποκοπής της τάξης Ο(hk+1). Ειδικότερα, για k =1 η 

µέθοδος της σειράς Taylor γίνεται: 

 

 yi+1 = yi + hyi’ |  i = 0(1)n-1   

 

και ονοµάζεται µέθοδος του Euler. 

Στην συνέχεια θα αναφερθούµε στην οικογένεια µεθόδων 

Runge – Kutta, διαχωρίζοντάς τες σε δεύτερης ή τέταρτης τάξης. 

Ο διαχωρισµός αυτός γίνεται µε βάση του πώς η µέθοδος 

προσεγγίζει την τιµή y’(xi+θih)  µε θi µικρότερο του ενός και 

µεγαλύτερο του µηδενός, για κάθε i από µηδέν έως n-1. Εάν για 

παράδειγµα η παραπάνω τιµή προσεγγίζεται από ένα γραµµικό 

συνδυασµό δυο γνωστών τιµών της συνάρτησής µας, θα λέγεται 

δεύτερης τάξης, ενώ εάν ο γραµµικός συνδυασµός περιλαµβάνει 

τέσσερις γνωστές θα λέγεται τετάρτης. 
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Πιο συγκεκριµένα η γενική µέθοδος Runge – Kutta δεύτερης 

τάξης είναι της µορφής: 

 

yi+1 = yi + h((1-λ)fi + λf(xi + 
h
2λ ,yi + 

h
2λ fi))    |   i = 0(1)n-1. 

Τώρα δίνοντας στο λ την τιµή ½ η παραπάνω µέθοδος µπορεί 

να γραφτεί ως εξής: 

 

yi+1 = yi + 
h
2 (fi + f(xi + h,yi +hfi))      |   i = 0(1)n-1  

και ονοµάζεται βελτιωµένη µέθοδος του Euler.  

Για λ = 1 η γενική µας µέθοδος Runge – Kutta δεύτερης 

τάξης, γίνεται: 

 

yi+1 = yi + hf(xi + 
h
2 ,yi + 

h
2 fi)     |   i = 0(1)n-1  

και ονοµάζεται βελτιωµένη µέθοδος του πολυγώνου. 

Τέλος η Runge – Kutta τέταρτης τάξης που θα 

χρησιµοποιήσουµε, όπως θα δούµε και παρακάτω, και στα πειράµατά 

µας και µε βήµα έξι φορές µικρότερο της αντίστοιχης πολυβηµατικής 

µεθόδου, για να µην µας επηρεάζει το σφάλµα, είναι της µορφής: 

 

yi+1 = yi + 
h
6 (k1,i + 2k2,i + 2k3,i + k4,i)      |   i = 0(1)n-1  

µε τα k1,i , 2k2,i , 2k3,i και k4,i να ορίζονται ως εξής: 

 

k1,i = fi 

k2,i = f(xi + 
h
2 , yi + 

h
2  k1,i) 

k3,i = f(xi + 
h
2 , yi + 

h
2  k2,i) 

 

k4,I = f(xi + h, yi + h k3,i) 
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1.5.2 ΠΟΛΥΒΗΜΑΤΙΚΕΣ 

Όπως έχουµε είδη αναφέρει, πολυβηµατικές λέγονται οι 

µέθοδοι  εκείνες που για να υπολογίσουν την προσέγγιση της 

ποσότητας y(xi+1), λαµβάνουν  υπ’ όψιν τους τις ήδη υπολογισµένες 

προσεγγίσεις σε περισσότερα του ενός προηγούµενα σηµεία. Αυτό 

γίνεται µε σκοπό τη βελτίωση της ακρίβειας των µεθόδων, αφού η 

ποσότητα |y(xi) - yi| µεγαλώνει όσο το i αυξάνει. 

Σηµείωση: Όσες αρχικές τιµές χρειάζεται η εκάστοτε 

πολυβηµατική µέθοδος, θα τις υπολογίζουµε κάνοντας χρήση µιας 

µονοβηµατικής µεθόδου, προσέχοντας πάντα η δεύτερη να έχει τα 

ίδια ή και καλύτερα χαρακτηριστικά σφάλµατος µε την 

πολυβηµατική.  

Κάτι τέτοιο ενδεχοµένως να µπορεί να επιτευχθεί, 

υπολογίζοντας την µονοβηµατική µας, µε βήµα µικρότερο της 

αντίστοιχης πολυβηµατικής. Μια τεχνική που χρησιµοποιήσαµε και 

εµείς, υπολογίζοντας τα απαραίτητα σηµεία προσέγγισης µε βήµα 

hµονοβηµατικής = 
hπολυβηµατικής

6  . 

Πριν συνεχίσουµε µε τον διαχωρισµό και την παρουσίαση των 

µεθόδων, ανάλογα µε το πόσα προηγούµενα βήµατα χρησιµοποιούν, 

θα κάνουµε έναν γενικότερο διαχωρισµό. Θα κατηγοριοποιήσουµε 

λοιπόν τις µεθόδους µας, σε άµεσα και µη άµεσα επιλύσιµες. Ο 

διαχωρισµός αυτός έγκειται στο κατά πόσο η ποσότητα yi+1 εξαρτάται 

από την προσέγγιση της συνάρτησης f(xi+1, yi+1). Έτσι λοιπόν θα 

ονοµάζουµε άµεσες αυτές που το yi+1 δεν θα εξαρτάται και µη 

άµεσες αυτές που εξαρτάται από την τιµή της συνάρτησης f(xi+1, 

yi+1). 

Στη συνέχεια θα αναφερθούµε περιληπτικά σε µια Adams – 

Bashforth (άµεση µέθοδος) και σε µια Adams – Moulton (έµµεση 

µέθοδος), ώστε παραδειγµατικά να δώσουµε µορφή στην παραπάνω 

θεωρία.  
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Έτσι λοιπόν µια άµεση Adams – Bashforth µέθοδος θα έχει την 

µορφή: 

 

yi+1 = yi + h(
3
2 f(xi,yi)- (

1
2 f(xi-1,yi-1))      |      i=1(1)n-1 

και όπως φαίνεται και από την σχέση i=1(1)n-1 το i θα ξεκινά από 1 

και όχι από µηδέν ως συνήθως. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να 

γνωρίζουµε τις προσεγγίσεις στα σηµεία y0 και y1 πριν ξεκινήσουµε 

να εφαρµόζουµε την µέθοδο. ∆εδοµένου λοιπόν ότι για την 

λειτουργία της µεθόδου απαιτούνται δύο σηµεία, θα την ονοµάζουµε 

Adams – Bashforth δύο βηµάτων. 

Η Adams – Moulton µέθοδος που θα παρουσιάσουµε θα είναι 

και αυτή δυο βηµάτων και θα χρησιµοποιεί την τιµή της f(x,y) στο 

σηµείο i+1. Η µορφή της θα είναι: 

 

yi+1 = yi + h(
5
12 f(xi+1,yi+1)+ 

2
3 f(xi,yi)- 

1
12 f(xi-1,yi-1))      |      

i=1(1)n-1 

Οι παραπάνω µέθοδοι είναι απλά παραδείγµατα και 

σηµειώνουµε πως υπάρχουν πολλές περισσότερες, που διαχωρίζονται 

εκτός από άµεσες και έµµεσες, και από τον αριθµό των 

προηγούµενων προσεγγίσεων που χρησιµοποιούν. Έτσι προκύπτουν 

οι δυο, τριών, τεσσάρων κ.λπ. βηµάτων. 

 

 

1.5.3 ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ 

 

Για να επιλύσουµε αριθµητικά το παρακάτω πρόβληµα των 

αρχικών τιµών,  

y’’ = f(x,y),  y(x0)=y0, y’(x0)=y’0,  xЄ [x0,xn] 
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θα εφαρµόσουµε µια γραµµική πολυβηµατική µέθοδο µε βήµατα m 

µήκους h, της µορφής: 

 

 

µε τα σηµεία xj για j από µηδέν έως m, να χωρίζουν το διάστιµα 

[x0,xn] σε ίσα διαστήµατα. Η παραπάνω πολυβηµατική µέθοδος 

ωστόσο µπορεί να συνδεθεί µε τον παράγοντα: 

 

Έτσι λοιπόν µια γραµµική πολυβηµατική µέθοδος τις 

παραπάνω µορφής θα την λέµε αλγεβρικής τάξης p αν ο παράγοντας 

L, µηδενίζεται για κάθε γραµµικό συνδυασµό των γραµµικά 

ανεξαρτήτων συναρτήσεων 1,x,x2,…,xp+1. 

 

1.5.4 ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ 

 

Ας υποθέσουµε ότι  

g(ζ) = ∑
j=0

m  
(αjζ

j)  ζ Є C,  α Є R, j=0(1)m  

τότε θα ονοµάζουµε το πολυώνυµο g συµµετρικό εάν,  

αj = αm-j,  j=0(1)m,   και α0 ≠ 0 [2]. 

Επίσης γνωρίζουµε ότι εάν το πολυώνυµο g είναι συµµετρικό 

και το ζ είναι µια ρίζα του, τότε και το 1/ζ είναι επίσης ρίζα του g. 

Αντίστοιχα µια µέθοδος θα λέγεται συµµετρική, αν  

αj = αm-j,  βj = βm-j,  j=0(1)m. 

Εδώ θα πρέπει να σηµειώσουµε [2] ότι αν µια µέθοδος (ρ,σ)  είναι 

συµµετρική τότε επειδή α0 = αm ≠ 0, το πολυώνυµο ρ είναι 
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συµµετρικό. Αυτό ωστόσο δεν ισχύει πάντα και αντίστροφα, αφού 

µπορεί να έχουµε  β0,...βm+t2 = 0, µε βt = βm+t  ≠ 0 

Τέλος αξίζει να σηµειώσουµε ότι ο αριθµός των βηµάτων µίας 

συµµετρικής µεθόδου (ρ,σ) δεν µπορεί να είναι περιττός[2]. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ 

ΣΕ ΤΡΟΧΙΑΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

2.1 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΟΥ ΜΕΛΕΤΟΥΜΕ 

Παρακάτω παραθέτουµε τις άµεσες µεθόδους που µελετούµε 

στην εργασία αυτή. Οι µέθοδοι αυτές µας υπολογίζουν προσεγγιστικά 

την θέσης ενός σώµατος την χρονική στιγµή n+1, στο πρόβληµα 

των δυο σωµάτων, δεδοµένων των προηγούµενων θέσεων και 

επιταχύνσεων του. Αποσαφηνίζοντας τα σύµβολα που εµφανίζονται 

παρακάτω έχουµε, 

• yn να σηµαίνει την θέση την χρονική στιγµή n. 

• fn να σηµαίνει την επιτάχυνση την χρονική στιγµή n. 

• Η τάξη n σηµαίνει ότι οποιοδήποτε n-βαθµού πολυώνυµο 

µπορεί να λυθεί επ’ ακριβώς από την µέθοδο αυτή. 

Η κατηγοριοποίησή τους έχει γίνει µε βάση τον αριθµό των 

προηγούµενων βηµάτων που απαιτεί η µέθοδος να έχουν ήδη 

υπολογιστεί, ώστε να πραγµατοποιηθεί η προσέγγιση. 

Η πρώτη µέθοδος που µελετάµε, απαιτεί γνώση δύο 

προηγούµενων σηµείων, είναι δεύτερης τάξης και είναι ευρέως 

γνωστή. Θα αναφερόµαστε σ’ αυτήν ως Common-2-2. 

 

y3 -2
 · y2 + y1 = + h

2 · f1 

 

Η επόµενη µέθοδος απαιτεί γνώση τριών προηγούµενων 

σηµείων, είναι δεύτερης τάξης και πηγή της είναι ο Jenkins. Θα 

αναφερόµαστε σ’ αυτήν ως Jenkins-2-3. 
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y4- y3 - y2 + y1 = + h
2 · (f2+f1)         

 

Η µέθοδος που ακολουθεί απαιτεί γνώση τεσσάρων 

προηγούµενων σηµείων, είναι τετάρτης τάξης και πηγή της είναι ο 

Jenkins. Θα αναφερόµαστε σ’ αυτήν ως Jenkins-4-4. 

 

y5 - y4 - y2 + y1 = + 
h2

4
 
 · (5 · (f3+f1) + 2 · f2)        

 

Εδώ έχουµε άλλη µια µέθοδο τετάρτης τάξης που απαιτεί τη 

γνώση τεσσάρων προηγούµενων σηµείων, πηγή της είναι ο Jenkins. 

Θα αναφερόµαστε σ’ αυτήν ως Jenkins-4-4b. 

 

y6 - y5 - y2 + y1 = + 
h2

6
 · (7 · (f1+f4) + 5

 · (f2+f3))     

 

Η µέθοδος που παρουσιάζουµε εδώ είναι έκτης τάξης και 

κάνει χρήση έξι προηγούµενων σηµείων, µε πηγή της τον Jenkins. 

Θα αναφερόµαστε σ’ αυτήν ως Jenkins-6-6. 

 

y7 -y6 - y2 + y1= + 
h2

48
 · (67 · (f5+f1) - 8

 · (f4+f2)  

                         +122 · f3) 
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Αυτή κάνει χρήση επτά προηγούµενων σηµείων, είναι έκτης 

τάξης και έχει αναπτυχθεί από τον Jenkins. Θα αναφερόµαστε σ’ 

αυτήν ως Jenkins-6-7. 

y8 -y7 - y2 + y1 = + 
h2

240
 · (317 · (f6+f1) 

        +69 · (f5+f2) + 334
 · (f4+f3))     

 

 

Ακολουθούν δυο µέθοδοι όγδοης τάξης, που κάνουν χρήση 

οκτώ προηγούµενων σηµείων. 

Η πρώτη έχει αναπτυχθεί από τον Jenkins και θα την ονοµάζουµε 

Jenkins-8-8. 

y9 - y8 - y2 + y1 = + 
h2

8640
 
 · (13207 · (f7+f1) 

          -8934 · (f6+f2) + 42873
 · (f5+f3) 

           -33812 · f4) 

 

Η δεύτερη έχει αναπτυχθεί από τους Quinlan / Tremaine και θα την 

ονοµάζουµε QT-8-10. 

y9 +y1 - 2
 · (y8 - y2) + 2

 · (y7 - y3) - y6 - y4 =  

         +
h2

12096
  · (17671 · (f7+f1) 

         -23622 · (f6+f2) + 61449
 · (f5+f3) 

         -50516 · f4)     
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Η παρακάτω µέθοδος, είναι επίσης όγδοης τάξης, και απαιτεί 

την γνώση εννέα προηγούµενων σηµείων ώστε να βρει την 

προσεγγιστική λύση στο ζητούµενο σηµείο. Αναπτύχθηκε από τον 

Jenkins και θα αναφερόµαστε σ’ αυτήν µε το όνοµα Jenkins-8-9. 

 

y10 - y9 - y2 + y1 = + 
h2

15120
   · (22081 · (f8+f1) 

          -7337 · (f7+f2) + 45765
 · (f6+f3) 

          -29 · (f5+f4))     

 

Ακολουθούν οι µέθοδοι που απαιτούν την γνώση δέκα 

προηγούµενων σηµείων. 

Η πρώτη µε το προσωνύµιο Jenkins-10-10, είναι δεκάτης τάξης και  

πηγή προέλευσής της είναι ο  Jenkins. 

 

y11 -y10 - y2 + y1 = + 
h2

 403200
 
 · (666151 · (f(9)+f(1))  

          -841748 · (f8+f2) + 3606748
 · (f7+f3)  

          -5111276 · (f6+f4) + 6989050
 · f5)   

 

Η επόµενη, επίσης δεκάτης τάξης, έχει αναπτυχθεί από τους Quinlan 

/ Tremaine και την ονοµάζουµε QT-10-10. 

  y11 + y1  - (y10 - y2) + (y9 - y3) - (y8 - y4) + (y7 - y5) - 2
 · y6 =  
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          +
h2

 241920
 
 · (399187 · (f9+f1)  

          -485156 · (f8+f2) + 2391436
 · (f7+f3)  

          -2816732 · (f6+f4) + 4651330
 · f3) 

 

Ακολουθούν δυο µέθοδοι που χρησιµοποιούν δώδεκα 

προηγούµενα βήµατα και είναι δωδέκατης τάξης. 

Την πρώτη την ονοµάζουµε Jenkins-12-12 και πηγή προέλευσής της 

είναι ο Jenkins. 

y13 -y12 -y2 +y1 = +
h2

 14515200
 
 · (25671198 · (f11+f1) 

         -48082866 · (f10+f2) + 214734403
 · (f9+f3) 

         -426775928 · (f8+f4) + 713681566
 · (f7+f5) 

         -798789548 · f6)  

Την επόµενη την ονοµάζουµε QT-12-12 και πηγή προέλευσής της 

είναι οι Quinlan / Tremaine. 

  y13 +y1- 2
 · (y12+y2)+ 2

 · (y11+ y3)- y10- y4 =  

         +
h2

 53222400
 
 · (90987349 · (f11+f1) 

         -229596838 · (f10+f2) + 812627169
 · (f9+f3) 

         -1628539944 · (f8+f4) +2714971338
 ·(f7+f5) 

         -3041896548 · f6) 
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Η µέθοδος που ακολουθεί είναι επίσης δωδέκατης τρίτης 

τάξης και χρειάζεται να γνωρίζουµε την λύση του προβλήµατος σε 

δεκατρία προηγούµενα σηµεία. Την ονοµάζουµε Jenkins-12-13 και 

έχει εισαχθεί από τον Jenkins. 

y14 -y13 -y2 +y1 = +
h2

 79833600
 
 · (136462207 · (f12+f1) 

-207556851 · (f11+f2) +867125681
 · (f10+f3) 

-1296919125 · (f9+f4) +1550731494
 · (f8+f5) 

-570841806 · (f7+f6)) 

 

Κλείνουµε την παρουσίασή µας στις µεθόδους που θα 

µελετηθούν, παρουσιάζοντας δυο µεθόδους που χρειάζονται δέκα 

τέσσερα προηγούµενα βήµατα για τους υπολογισµούς τους. Είναι 

και οι δύο δεκάτης τέταρτης τάξης. 

Η πρώτη ονοµάζεται Jenkins-14-14 και προέρχεται από τον Jenkins. 

y15 -y14 -y2 +y1 = + h
2 · (1.879196588 · (f13+f1) 

         -4.697471979 · (f12+f2) 

 +22.785378909 · (f11+f3) 

 -57.547366474 · (f10+f4) 

 +116.663744566 · (f9+f5) 

 -171.425686892 · (f8+f6) 
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         +197.684410559 · f7) 

 

Την παρακάτω την έχουν αναπτύξει οι Quinlan / Tremaine και θα 

αναφερόµαστε σ’ αυτήν µε το όνοµα QT-14-14. 

y15 +y1 -2
 · ( y14 -y2) + 2

 · ( y13 - y3) -( y12 - y4)=  

+
h2

 237758976000
 
 · (433489274083 · (f13+f1) 

-1364031998256 · (f12+f2) 

+5583113380398 · (f11+f3) 

-14154444148720 · (f10+f4) 

+28630585332045 · (f9+f5) 

-42056933842656 · (f8+f6) 

+48471792742212 · f7) 

 

Τα παραπάνω εξηγούνται σε βάθος στα παρακάτω papers: 

Quinlan / Tremaine [1],Lambert, J.D., and Watson [2] 

και «Backward Error Analysis for Multistep Methods» του Ernst 

Heiner [3].  

Οι χρονικά αντιστρέψιµες µέθοδοι έχουν την ιδιότητα όπου 

εάν οι καταστάσεις 0...n προβλέπουν την κατάσταση n+1, αυτό 

συνεπάγεται ότι οι καταστάσεις n+1..1 µπορούν επίσης να 

προβλέψουν την κατάσταση 0.  

∆εν γίνεται ωστόσο να προκαταλάβουµε το εάν θα έχουµε 

κέρδος ή χάσιµο ενέργειας επειδή για κάθε κατάσταση µας δίνει 
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κέρδος, υπάρχει µια αντίστοιχη που µας δίνει απώλεια. ∆υστυχώς, 

όλα τα χρονικά αντιστρέψιµα συστήµατα υπόκεινται στην εντροπία. 

Εάν δηλαδή οι καταστάσεις 0...n έχουν σφάλµατα, τα σφάλµατα 

αυτά δεν µπορούµε να τα περιορίσουµε.  

Η µόνη ελπίδα σε τέτοιες περιπτώσεις είναι να µην έχουµε 

σφάλµατα εξ’ αρχής. Τα µη αναστρέψιµα συστήµατα, απ’ την άλλη 

πλευρά, µπορούν να περιορίσουν τέτοια σφάλµατα. Τα µη 

αναστρέψιµα συστήµατα, όπως και τα αναστρέψιµα, δεν διατηρούν 

την ενέργεια. 

Όλες οι µέθοδοι που εξετάζονται εδώ, βασίζουν τις προβλέψεις 

τους στα πολυώνυµα που καθορίζονται από ζευγάρια µετρήσεων. 

N+1 δεδοµένα µπορούν να δώσουν ένα N βαθµού πολυώνυµο, εάν 

αγνοήσουµε τα παράγωγα πέραν του Ν.  Πράγµα βέβαια που δεν 

δίνει πάντα την επιθυµητή ακρίβεια. 
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2.2 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ tЄ[0 103]  

 

Παρακάτω παραθέτουµε τα διαγράµµατα που δηµιουργήσαµε, 

από τα αποτελέσµατα που πήραµε για την επίλυση του προβλήµατος 

των δύο σωµάτων, σε διάστηµα ολοκλήρωσης t Є [0 1000].  

Για λόγους πρακτικούς έχουµε οµαδοποιήσει τις µεθόδους µας σε 

αυτές που απαιτούν την γνώση, το πολύ εννέα προηγούµενων 

σηµείων, και σε αυτές που χρειάζεται να γνωρίζουν από δέκα και 

πάνω. Παράλληλα µε την παρουσίαση των αποτελεσµάτων, θα 

γίνεται και ο σχολιασµός τους. 
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2.2.1 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0. 
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Εδώ παρατηρούµε αρχικά τις µεθόδους “Common-2-2” και 

“Jenkins-2-3” που ξεκινούν να προσεγγίζουν την ακριβή λύση στα 

10^4.1 βήµατα και να πιάνουν ακρίβεια, κοντά στα έξι δεκαδικά 

ψηφία στα 10^6.9 βήµατα. 

Στη συνέχεια βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και 

“Jenkins-4-4b” να ξεκινούν τους υπολογισµούς στα 10^3.5 βήµατα, 

µε την πρώτη να πιάνει ακρίβεια εννέα δεκαδικών, και την δεύτερη 

λίγο πάνω απ’ τα οκτώ, στα 10^5.5 βήµατα. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι, εκτός της “Jenkins-8-8” που αρχίζει 

στα 10^3.6, ξεκινούν να έχουν ακρίβεια στα 10^3.4 βήµατα. 

Βλέπουµε επίσης ότι η “Jenkins-8-8” και η “Jenkins-8-9” είναι οι 

µόνες που προσεγγίζουν την ακριβή λύση µε ακρίβεια µεγαλύτερη 

των δέκα δεκαδικών ψηφίων. Η “Jenkins-8-9” µάλιστα, φτάνει µέχρι 

και τα έντεκα δεκαδικά. 
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Σε αυτό το διάγραµµα, για τις µεθόδους από δέκα έως και 

δεκαέξι βήµατα, παρατηρούµε ότι οι “Jenkins-12-12” και “Jenkins-

14-14” είναι από τις λιγότερο αποδοτικές, αφού δεν ξεπερνούν σε 

ακρίβεια, η µεν πρώτη τα πέντε, η δε δεύτερη τα επτά δεκαδικά 

ψηφία. Οι υπόλοιπες µέθοδοι ωστόσο, αρχίζουν να έχουν ακρίβεια 

στα 10^3.8 µε 10^4.1 βήµατα και πιάνουν ακρίβειες τις τάξης των 

δέκα και άνω δεκαδικών.  

Οι “Jenkins-12-13” και “ QT-14-14” συγκεκριµένα, 

προσεγγίζουν την λύση µε ακρίβεια έντεκα δεκαδικών ψηφίων και 

µαζί µε την “Jenkins-8-9”, απ’ το παραπάνω διάγραµµα, είναι από τις 

καλύτερες για το συγκεκριµένο πρόβληµα, όπου ο παράγοντας e 

είναι µηδέν. 
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2.2.2 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0.2 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0.2. 
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Στο παραπάνω διάγραµµα θα δούµε αρχικά τις µεθόδους 

“Common-2-2” και “Jenkins-2-3” που αρχίζουν την προσέγγιση τους 

στα 10^4.6 βήµατα και πιάνουν ακρίβεια, µεταξύ τεσσάρων και 

πέντε δεκαδικών ψηφίων στα 10^6.8 βήµατα. 

Στη συνέχεια βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και 

“Jenkins-4-4b” που ξεκινώντας τους υπολογισµούς τους στα 10^4.0 

βήµατα, φτάνουν σε ακρίβεια τα οκτώ περίπου δεκαδικά, µε την 

“Jenkins-4-4” να προηγείται ελαφρώς σε όλη τη δοκιµή. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι,  ξεκινούν να έχουν ακρίβεια από τα 

10^3.7 µέχρι τα 10^3.9 βήµατα. Τέλος βλέπουµε ότι η “Jenkins-8-

8” και η “Jenkins-8-9” είναι οι µόνες που προσεγγίζουν την ακριβή 

λύση µε ακρίβεια µεγαλύτερη των εννέα δεκαδικών ψηφίων. 
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Εδώ παρατηρώντας τις µεθόδους από δέκα έως και δεκαέξι 

βήµατα, βλέπουµε ότι οι “Jenkins-12-12” και “Jenkins-14-14” είναι 

από τις λιγότερο αποδοτικές, αφού δεν ξεπερνούν σε ακρίβεια, η 

πρώτη τα πέντε, και η δεύτερη τα έξι δεκαδικά ψηφία. Οι “Jenkins-

10-10”, “QT-10-10”, “Jenkins-12-13”, “QT-12-12”, “QT-14-14”,  

αρχίζουν να βρίσκουν ακρίβεια από τα 10^3.9 µέχρι τα 10^4.1 

βήµατα και να πιάνουν ακρίβειες τις τάξης των εννέα και άνω 

δεκαδικών.  

Οι “Jenkins-12-13” και “ QT-14-14” συγκεκριµένα, 

προσεγγίζουν την λύση µε ακρίβεια σχεδόν δέκα δεκαδικών ψηφίων 

και µαζί µε την “Jenkins-8-9”, συνεχίζουν και για αυτό το πρόβληµα, 

όπου ο παράγοντας e είναι 0.2, να είναι από τις καλύτερες µεθόδους 

που µελετούµε. 
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2.2.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0.4 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0.4. 
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Παρατηρώντας το διάγραµµα αυτό βλέπουµε τις µεθόδους 

“Common-2-2” και “Jenkins-2-3” να αρχίζουν την προσέγγιση τους 

στα 10^4.9 βήµατα και πιάνουν ακρίβεια, µεταξύ τριών και 

τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων στα 10^6.8 βήµατα. 

Έπειτα βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και “Jenkins-4-

4b” που ξεκινώντας περίπου από τα 10^4.3 βήµατα, φτάνουν σε 

ακρίβεια, η µεν πρώτη περίπου τα οκτώ, η δε δεύτερη τα επτά 

δεκαδικά. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι,  ξεκινούν να έχουν ακρίβεια στα 

10^3.9 βήµατα. Επίσης βλέπουµε ότι η “Jenkins-8-8” και η “Jenkins-

8-9” είναι οι µόνες που προσεγγίζουν την ακριβή λύση µε ακρίβεια 

µεγαλύτερη των οκτώ δεκαδικών ψηφίων, µε τις υπόλοιπες να 

φτάνουν περίπου τα επτάµιση. 
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Για τις µεθόδους από δέκα έως και δεκαέξι βήµατα, 

παρατηρούµε ότι οι “Jenkins-12-12” και “Jenkins-14-14” είναι από 

τις λιγότερο αποδοτικές, αφού δεν ξεπερνούν σε ακρίβεια, η πρώτη 

τα πέντε, και η δεύτερη τα έξι δεκαδικά ψηφία. Οι “Jenkins-10-10”, 

“QT-10-10”, “Jenkins-12-13”, “QT-12-12”, “QT-14-14”,  αρχίζουν να 

βρίσκουν λύση µε κάποια σχετική ακρίβεια από τα 10^4.1 µέχρι τα 

10^4.5 βήµατα και πιάνουν ακρίβειες τις τάξης των οκτώ και άνω 

δεκαδικών στα 10^4.8 βήµατα.  

Συγκεκριµένα η  “QT-14-14”, προσεγγίζει την λύση µε 

ακρίβεια άνω των εννέα δεκαδικών ψηφίων και για αυτό το 

πρόβληµα, όπου ο παράγοντας e είναι 0.4, είναι µε διαφορά µισού 

δεκαδικού η καλύτερη απ’ τις µεθόδους που µελετούµε. 
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2.2.4 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0.6 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0.6. 
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Εδώ αρχικά παρατηρούµε τις µεθόδους “Common-2-2” και 

“Jenkins-2-3” που αρχίζουν την προσέγγιση τους στα 10^5.3 

βήµατα και πιάνουν ακρίβεια, οριακά τριών τριών δεκαδικών ψηφίων 

στα 10^7.1 βήµατα. 

Στη συνέχεια βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και 

“Jenkins-4-4b” που ξεκινώντας περίπου από τα 10^4.6 βήµατα, 

φτάνουν σε ακρίβεια πάνω απ’ τα πέντε δεκαδικά ψηφία. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι,  ξεκινούν να έχουν ακρίβεια στα 

10^4.4 βήµατα. Προχωρώντας βλέπουµε ότι η “Jenkins-8-8” είναι η 

µόνη που προσεγγίζει την ακριβή λύση µε ακρίβεια µεγαλύτερη των 

επτά δεκαδικών ψηφίων, µε τις “Jenkins-8-9” και “QT-8-10” να 

ξεπερνούν οριακά τα έξι. 

Οι “Jenkins-6-6” και “Jenkins-6-7” µε την σειρά τους, 

προσεγγίζουν την λύση µε ακρίβεια περίπου πέντε δεκαδικών. 
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Από το επιµέρους διάγραµµα που αφορά στις µεθόδους από 

δέκα έως και δεκαέξι βήµατα, παρατηρούµε ότι οι “Jenkins-12-12” 

είναι από η λιγότερο αποδοτική, αφού µόλις που ξεπερνά σε ακρίβεια 

τα τέσσερα δεκαδικά ψηφία. Οι “Jenkins-10-10”, “QT-10-10”, 

“Jenkins-12-13”, “QT-12-12”, “QT-14-14”,  αρχίζουν να βρίσκουν 

ακρίβεια από τα 10^4.4 µέχρι τα 10^4.7 βήµατα και πιάνουν 

µέγιστη ακρίβεια κοντά στα έξι δεκαδικά. 

Βελτιωµένη εµφανίζεται και η  “Jenkins-14-14” που πλησιάζει 

τα πεντέµισι δεκαδικά ψηφία. 

Η “Jenkins-8-8”, είναι η καλύτερη απ’ τις µεθόδους που 

µελετούµε αφού προσεγγίζει την λύση µε ακρίβεια άνω των έξι 

δεκαδικών ψηφίων για το πρόβληµα µε παράγοντα e = 0.6. 
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2.2.5 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0.8 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0.8. 
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Στο παραπάνω διάγραµµα αρχικά παρατηρούµε τις µεθόδους 

“Common-2-2” και “Jenkins-2-3” που ξεκινούν να προσεγγίζουν την 

ακριβή λύση στα 10^5.9 βήµατα και να πιάνουν ακρίβεια, που 

πλησιάζει τα δύο δεκαδικά ψηφία στα 10^7.2 βήµατα. Προσεγγίζουν 

λοιπόν την λύση µε ακρίβεια ενός δεκαδικού λιγότερου, απ’ ότι στην 

παραπάνω περίπτωση (e = 0.4). 

Στη συνέχεια βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και 

“Jenkins-4-4b” να ξεκινούν τους υπολογισµούς στα 10^5.0 βήµατα 

η πρώτη και 10^5.3 η δεύτερη. Οι δυο τους πιάνουν ακρίβεια λίγο 

µεγαλύτερη των τεσσάρων δεκαδικών. Την ίδια ακρίβεια µε τις δυο 

αυτές µεθόδους, πιάνουν και οι “Jenkins-6-6” και “Jenkins-6-7”, 

µόνο που ξεκινούν τους υπολογισµούς τους από τα 10^4.7 βήµατα. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι, εκτός της “Jenkins-8-9” που αρχίζει 

στα 10^4.9, ξεκινούν να βρίσκουν ακρίβεια στα 10^4.8 βήµατα. 

Όπως βλέπουµε λοιπόν η “Jenkins-8-8”, “Jenkins-8-9”  και “QT-8-

10” προσεγγίζουν την ακριβή λύση µε ακρίβεια µεγαλύτερη των 

τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων. Η “Jenkins-8-9” µάλιστα, αγγίζει τα 

πέντε δεκαδικά. 
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Εδώ, στο διάγραµµα για τις µεθόδους από δέκα έως και 

δεκαέξι βήµατα, παρατηρούµε ότι η “Jenkins-12-12”είναι η λιγότερο 

αποδοτική. Η ακρίβειά της δεν ξεπερνά τα τέσσερα δεκαδικά ψηφία, 

και αρχίζει να βρίσκει ακρίβεια στα 10^5.2 βήµατα. Οι υπόλοιπες 

µέθοδοι ωστόσο, µε εξαίρεση την “Jenkins-14-14”, αρχίζουν να 

έχουν ακρίβεια µεταξύ 10^4.8 και 10^4.9 βηµάτων και πιάνουν 

ακρίβειες κοντά στα πέντε δεκαδικά.  

Η “Jenkins-14-14”, προσεγγίζει την λύση µε ακρίβεια κοντά 

στα έξι δεκαδικά ψηφία και είναι µε σιγουριά η καλύτερη µέθοδος για 

το συγκεκριµένο πρόβληµα, όπου ο παράγοντας e είναι 0.8. 
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2.2.6 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0.9 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0.9. 
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Παρατηρώντας το διάγραµµα αυτό βλέπουµε τις µεθόδους 

“Common-2-2” και “Jenkins-2-3” να αρχίζουν την προσσέγγισή τους 

στα 10^6.5 βήµατα και πιάνουν ακρίβεια, µικρότερη του ενός 

δεκαδικού στα 10^7.1 βήµατα.  

Η διαφορά τους είναι τόσο µικρή που χρειάζεται να µεγαλώσουµε 

αρκετά το διάγραµµα ώστε να δούµε την διαφορά τους . Ουσιαστικά 

δηλαδή οι γραµµές τους, στο παραπάνω διάγραµµα, συµπίπτουν. 

Έπειτα βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και “Jenkins-4-

4b” που ξεκινώντας περίπου από τα 10^5.6 βήµατα, φτάνουν σε 

ακρίβεια το ενάµιση περίπου δεκαδικό. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι,  ξεκινούν να έχουν ακρίβεια στα 

10^5.4 βήµατα. Από αυτές, οι “Jenkins-8-8”, “Jenkins-8-9” και “QT-

8-10” είναι οι µόνες που προσεγγίζουν την ακριβή λύση µε ακρίβεια 

που πλησιάζει τα τεσσεράµισι δεκαδικά ψηφία, µε τις υπόλοιπες, 

“Jenkins-6-6”  και “Jenkins-6-7”, να φτάνουν περίπου τα τρία. 
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Σε αυτό το διάγραµµα, που αφορά τις µεθόδους από δέκα 

έως και δεκαέξι βήµατα, παρατηρούµε ότι η “Jenkins-12-12”είναι η 

λιγότερο αποδοτική. Η ακρίβειά της µόλις ξεπερνά τα τρία δεκαδικά 

ψηφία, και αρχίζει να βρίσκει ακρίβεια στα 10^5.5 βήµατα. Οι 

υπόλοιπες µέθοδοι ωστόσο, µε εξαίρεση την “Jenkins-14-14”, 

αρχίζουν να έχουν ακρίβεια µεταξύ 10^5.3 και 10^5.6 βηµάτων και 

πιάνουν ακρίβειες µεταξύ τριάµισι και τεσσάρων δεκαδικών.  

Η “Jenkins-14-14”, προσεγγίζει την λύση µε ακρίβεια πάνω 

από τέσσερα δεκαδικά ψηφία και είναι η καλύτερη µέθοδος για το 

συγκεκριµένο πρόβληµα, όπου ο παράγοντας e είναι 0.9. 
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2.2.7 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0.95 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0.95. 
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Στο παραπάνω διάγραµµα αρχικά αξίζει να παρατηρήσουµε 

τον οριζόντιο άξονα στο σηµείο 10^7.2 όπου θα δούµε το µπεζ 

τετράγωνο που αντιστοιχίζεται στη µέθοδο “Jenkins-2-3”.Αυτό 

σηµαίνει ότι στα 10^7.2 βήµατα η µέθοδος  “Jenkins-2-3” ίσα που 

ξεκινά να προσεγγίζει την ακριβή λύση. Η ακρίβειά της είναι 

µηδαµινή.  

Στη συνέχεια βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και 

“Jenkins-4-4b” να ξεκινούν τους υπολογισµούς τους στα 10^6.2 

βήµατα. Η πρώτη πιάνει ακρίβεια λίγο µεγαλύτερη από τα δυόµιση, 

ενώ η δεύτερη από τα δυο, δεκαδικά ψηφία. Παρόµοια ακρίβεια µε 

την “Jenkins-4-4” πιάνουν και οι “Jenkins-6-6” και “Jenkins-6-7”, 

µόνο που ξεκινούν τους υπολογισµούς τους στα 10^5.8 βήµατα. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι, εκτός της “Jenkins-8-9” που αρχίζει 

στα 10^6.0, ξεκινούν να έχουν ακρίβεια στα 10^5.8 βήµατα. Όπως 

βλέπουµε λοιπόν, η “Jenkins-8-8”, “Jenkins-8-9”  προσεγγίζουν την 

ακριβή λύση µε ακρίβεια σχεδόν τριών δεκαδικών ψηφίων. Η “QT-8-

10” σταµατά στο ενάµιση, µόλις, δεκαδικό. 
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Για τις µεθόδους από δέκα έως και δεκαέξι βήµατα, 

παρατηρούµε ότι οι περισσότερες πιάνουν ακρίβεια κοντά στα τρία 

δεκαδικά  ψηφία.  

Αυτές που ξεχωρίζουν ωστόσο, είναι οι “Jenkins-10-10” και 

“QT-10-10”. Οι δυο τους ξεκινούν τους υπολογισµούς από τα 

10^5.8  βήµατα. Η “Jenkins-10-10” προσεγγίζει την λύση µε 

ακρίβεια τεσσάρων σχεδόν δεκαδικών, ενώ η “QT-10-10”, µε 

τεσσεράµισι. Το γεγονός κάνει την τελευταία την καλύτερη µέθοδο 

για το πρόβληµα αυτό, όπου ο παράγοντας e είναι 0.95. 
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2.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ tЄ[0 105] 

 

Παρακάτω παραθέτουµε τα διαγράµµατα που δηµιουργήσαµε, από τα 

αποτελέσµατα που πήραµε για την επίλυση του προβλήµατος των 

δύο σωµάτων, σε διάστηµα ολοκλήρωσης t Є [0 100000]. Για 

διάστηµα δηλαδή, εκατό φορές µεγαλύτερο από αυτό που 

µελετήθηκε στο παραπάνω κεφάλαιο. 

Παράλληλα µε την παρουσίαση σχολιάζουµε και τα αποτελέσµατα. 
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2.3.1 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0. 
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Εδώ αρχικά παρατηρούµε την απουσία των µεθόδων 

“Common-2-2” και “Jenkins-2-3” που δεν συγκλίνουν µέχρι τα 

10^6.3 βήµατα καθόλου. 

Στη συνέχεια βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και 

“Jenkins-4-4b” που ξεκινώντας περίπου από τα 10^6.0 βήµατα, 

φτάνουν σε ακρίβεια περίπου το ενάµιση δεκαδικό. 

Οι “Jenkins-6-6” και “Jenkins-6-7” µε την σειρά τους, 

προσεγγίζουν την λύση µε   ακρίβεια λίγο µεγαλύτερη των τεσσάρων 

δεκαδικών, ενώ ξεκινάν να συγκλίνουν στα 10^5.6 βήµατα. 

Επίσης βλέπουµε ότι η “Jenkins-8-8” είναι η µόνη που 

προσεγγίζει την ακριβή λύση µε ακρίβεια µεγαλύτερη των επτά 

δεκαδικών ψηφίων, φτάνοντας σχεδόν τα οκτώ. Η “Jenkins-8-9” 

φτάνει τα επτά και η “QT-8-10” τα εξίµισι δεκαδικά. Οι τρείς 

τελευταίες µέθοδοι αρχίζουν τους υπολογισµούς τους στα 10^5.5, 

περίπου, βήµατα. 
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Σε αυτό το διάγραµµα, για τις µεθόδους από δέκα έως και 

δεκαέξι βήµατα, παρατηρούµε ότι οι “Jenkins-12-12” και “Jenkins-

14-14” είναι από τις λιγότερο αποδοτικές, αφού δεν ξεπερνούν σε 

ακρίβεια, η µεν πρώτη τα τρία, η δε δεύτερη τα πέντε δεκαδικά 

ψηφία. Οι υπόλοιπες µέθοδοι ωστόσο, αρχίζουν να έχουν ακρίβεια 

στα 10^5.6 µε 10^6.1 βήµατα και πιάνουν ακρίβειες τις τάξης των 

επτά και άνω δεκαδικών.  

Η “Jenkins-12-13” συγκεκριµένα, προσεγγίζει την λύση µε 

ακρίβεια σχεδόν εννέα δεκαδικών ψηφίων και είναι η καλύτερη για 

το συγκεκριµένο πρόβληµα, όπου ο παράγοντας e είναι µηδέν και το 

διάστηµα ολοκλήρωσης από 0 έως 100000. 
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2.3.2 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0.3 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0.3. 
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Στο παραπάνω διάγραµµα αρχικά παρατηρούµε, όπως και 

προηγουµένως,  την απουσία των µεθόδων “Common-2-2” και 

“Jenkins-2-3” που δεν συγκλίνουν µέχρι τα 10^6.6 βήµατα 

καθόλου. 

 Στη συνέχεια βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και 

“Jenkins-4-4b” να ξεκινούν τους υπολογισµούς στα 10^6.1 βήµατα. 

Οι δυο τους πιάνουν ακρίβεια λίγο µικρότερη των δυο δεκαδικών. 

Μεγαλύτερη κατά δυο δεκαδικά ακρίβεια από τις δυο αυτές 

µεθόδους, πιάνουν οι “Jenkins-6-6” και “Jenkins-6-7”, οι οποίες 

ξεκινούν τους υπολογισµούς τους από τα 10^5.7 βήµατα. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι ξεκινούν να βρίσκουν ακρίβεια στα 

10^5.6 βήµατα. Όπως βλέπουµε λοιπόν η “Jenkins-8-8”, “Jenkins-8-

9”  και “QT-8-10” προσεγγίζουν την ακριβή λύση µε ακρίβεια κοντά 

στα έξι δεκαδικά. Η “Jenkins-8-8” µάλιστα, τα ξεπερνά κιόλας. 
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Εδώ, στο διάγραµµα για τις µεθόδους από δέκα έως και 

δεκαέξι βήµατα, παρατηρούµε ότι οι “Jenkins-12-12” και “Jenkins-

14-14” δεν είναι και τόσο αποδοτικές, αφού δεν ξεπερνούν σε 

ακρίβεια, η µεν πρώτη τα τρία, η δε δεύτερη τα πέντε δεκαδικά 

ψηφία. Οι υπόλοιπες µέθοδοι ωστόσο, αρχίζουν να έχουν ακρίβεια 

στα 10^5.7 µε 10^6.1 βήµατα και πιάνουν ακρίβειες τις τάξης των 

έξι και άνω δεκαδικών.  

Η “QT-14-14” συγκεκριµένα, προσεγγίζει την λύση µε 

ακρίβεια άνω των έξι δεκαδικών ψηφίων και είναι η καλύτερη για το 

πρόβληµα µε παράγοντα e ίσο µε 0.3. 



 73 

2.3.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ e=0.6 

 

Ακολουθεί το διάγραµµα µε όλες τις µεθόδους, για e=0.6. 
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Εδώ, όπως και στα δυο παραπάνω διαγράµµατα, 

παρατηρούµε την απουσία των µεθόδων “Common-2-2” και 

“Jenkins-2-3” που µέχρι τα 10^6.9 βήµατα δεν συγκλίνουν. 

Στη συνέχεια βλέπουµε τις µεθόδους “Jenkins-4-4” και 

“Jenkins-4-4b” που ξεκινώντας περίπου από τα 10^6.6 βήµατα, 

φτάνουν σε ακρίβεια µόλις το µισό δεκαδικό ψηφίο, στο σηµείο 

10^6.9. 

Οι υπόλοιπες µέθοδοι,  ξεκινούν να έχουν ακρίβεια στα 

10^6.2 περίπου βήµατα. Η “QT-8-10” είναι η µόνη που προσεγγίζει 

την ακριβή λύση µε ακρίβεια µεγαλύτερη των πέντε δεκαδικών 

ψηφίων, µε τις “Jenkins-8-9” και “Jenkins-8-8” να ξεπερνούν οριακά 

τα τέσσερα. 

Οι “Jenkins-6-6” και “Jenkins-6-7” µε την σειρά τους, 

προσεγγίζουν την λύση µε   ακρίβεια περίπου δυόµιση δεκαδικών. 
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Από το επιµέρους διάγραµµα που αφορά τις µεθόδους από 

δέκα έως και δεκαέξι βήµατα, παρατηρούµε αµέσως ότι οι 

περισσότερες µέθοδοι προσεγγίζουν την λύση µε ακρίβεια τις τάξης 

των τεσσάρων δεκαδικών.  

Εξαίρεση αποτελεί η “QT-14-14”, που ξεκινώντας τους 

υπολογισµούς απ’ τα 10^6.4 βήµατα, πιάνει ακρίβεια µεγαλύτερη 

των πέντε δεκαδικών ψηφίων. 

Το γεγονός αυτό την κάνει, µαζί µε την “QT-8-10”,  τις 

καλύτερες απ’ τις µεθόδους που µελετούµε για το πρόβληµα µε 

παράγοντα e = 0.6 σε διάστηµα ολοκλήρωσης από 0 έως 100000. 
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2.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

2.4.1 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ tЄ[0 103] ΚΑΙ ΜΕΓΙΣΤΗ 

ΑΚΡΙΒΕΙΑ 

 

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζουµε την θέση που 

καταλαµβάνουν οι µέθοδοι, κατατάσσοντάς τες ξεκινώντας από 

αυτήν µε τους πιο ακριβείς υπολογισµούς, προς αυτήν µε τους 

λιγότερο ακριβείς, για το διάστηµα ολοκλήρωσης t Є [0 1000]. Εδώ 

επιζητούµε την µέγιστη δυνατή ακρίβεια, και συνεπώς αγνοούµε το 

πότε, µε πόσο µεγάλο βήµα δηλαδή, αρχίζει να συγκλίνει η κάθε 

µέθοδος. 

 

 

  0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.95 

Common-2-2  15  16  16   16    16   16  16 

Jenkins-2-3  13  15  15  15  15  15  15 

Jenkins-4-4  11  10  8  11  12  13  10 

Jenkins-4-4b   12   12  11 9  10  14  13 

Jenkins-6-6 8  11 9  12  13  10  12 

Jenkins-6-7  10 9  10  13  11  12  11 

Jenkins-8-8 6 4 6 1 8  2  6 

QT-8-10 9 7  12 4 9  4  14 

Jenkins-8-9 3 2 5 2 4  1  7 

Jenkins-10-10 5 8 7 7 5  8  2 

QT-10-10 1 3 4 3 3  6  1 

Jenkins-12-12  16  14  14  14  14  11  8 

Jenkins-12-13 2 1 3 5 6  7  3 

QT-12-12 7 6 2 8 7  9  9 

Jenkins-14-14  14  13  13  10 1  3  4 

QT-14-14 4 5 1 6 2  5  5 

 

 

Αρχικά, για το πρόβληµα των δυο σωµάτων, µε παράγοντα 

εκκεντρότητας ίσο µε µηδέν, πρώτη έρχεται η µέθοδος “QT-10-10”. 

Η ακρίβεια που πιάνει είναι 11.0183944913889. Στο επόµενό µας 

πείραµα, µε παράγοντα εκκεντρότητας ίσο µε 0.2, πρωτεύει η 
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µέθοδος “Jenkins-12-13” µε ακρίβεια 9.68048718897616 δεκαδικά. 

Η “QT-10-10” τώρα από πρώτη έχει περάσει τρίτη και η ακρίβειά της 

είναι 9.44482303589083, µικρότερη δηλαδή κατά 1.6 περίπου 

δεκαδικά ψηφία, απ’ ότι πριν. 

Στο πρόβληµα µε παράγοντα e ίσο µε 0.4, έχουµε την 

µέθοδο “QT-14-14” να έρχεται πρώτη, µε ακρίβεια της τάξης των 

9.23616253160731 δεκαδικών, ενώ η καλύτερη του προηγούµενου 

πειράµατος (Jenkins-12-13), έχει περάσει τρίτη µε ακρίβεια 

8.30666072250995, ελαττωµένη κατά 1.3 δεκαδικά περίπου. 

Μόλις ο παράγοντας e γίνεται 0.6, πρώτη στα πειράµατά µας 

έρχεται η µέθοδος “Jenkins-8-8” µε ακρίβεια ίση µε 

7.1509769510129. Η καλύτερη µέθοδος για e = 0.4 (QT-14-14) έχει 

περάσει τώρα έκτη µε ακρίβεια 6.0353281444313, µειωµένη δηλαδή 

κατά 3.2 ολόκληρα δεκαδικά ψηφία. 

Για e = 0.8 βλέπουµε πως πρώτη έρχεται η µέθοδος 

“Jenkins-14-14” µε ακρίβεια που φτάνει τα 5.80771628636528 

δεκαδικά ψηφία. Η  “Jenkins-8-8” πλέον έχει περάσει όγδοη και η 

ακρίβειά της έχει περιοριστεί στα 4.67927619520365 δεκαδικά 

ψηφία. 

Τώρα στο πείραµά µας , µε παράγοντα εκκεντρότητας ίσο µε 

0.9, πρώτη έρχεται  η µέθοδος “Jenkins-8-9” µε ακρίβεια στα 

4.3970573720909 δεκαδικά. Η “Jenkins-14-14”, καλύτερη για το 

προηγούµενο πείραµα, περνά τρίτη και η ακρίβειά της πέφτει κατά 

1.7 δεκαδικά, σταµατώντας στα 4.1632456861302. 

Τέλος, στην δοκιµή που κάνουµε, για παράγοντα 

εκκεντρότητας ίσο µε 0.95, παίρνουµε τους πιο ακριβείς 

υπολογισµούς από την µέθοδο “QT-10-10”. Η ακρίβειά της φτάνει τα 

4.48141933255874 δεκαδικά ψηφία, ενώ η “Jenkins-8-9” πλέον 

περνάει έβδοµη, και η ακρίβειά της πέφτει στα 2.87164095148504 

δεκαδικά, 1.5 λιγότερο από πριν. 
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Συνοψίζοντας, παραθέτουµε και τον σχετικό πίνακα µε τις 

ακρίβειες, για τις διάφορες τιµές του παράγοντα εκκεντρότητας. 

 
0 11.0183944913889 
0.2 9.68048718897616 
0.4 9.23616253160731 
0.6 7.15097695101290 
0.8 5.80771628636528 
0.9 4.39705737209090 
0.95 4.48141933255874 
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2.4.2 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ tЄ[0 105] ΚΑΙ ΜΕΓΙΣΤΗ 

ΑΚΡΙΒΕΙΑ 

 

Σε αυτόν τον πίνακα παρουσιάζουµε την θέση που των 

µεθόδων µας, αξιολογώντας τες από την πιο ακριβείας προς την 

λιγότερο ακριβείας για το διάστηµα ολοκλήρωσης t Є [0 100000]. 

Επίσης επιζητούµε την µέγιστη δυνατή ακρίβεια, και συνεπώς 

αγνοούµε το πότε, µε πόσο µεγάλο βήµα δηλαδή, αρχίζει να 

συγκλίνει η κάθε µέθοδος. 

 

 

  0 0.3 0.6 

Common-2-2  -   -   -  

Jenkins-2-3 - - - 

Jenkins-4-4   13   13  13 

Jenkins-4-4b  14  14    14 

Jenkins-6-6 9 9  10 

Jenkins-6-7  10  11  12 

Jenkins-8-8 5 2 5 

QT-8-10 7 8 2 

Jenkins-8-9 8 4 4 

Jenkins-10-10 3 7 7 

QT-10-10 4 5 3 

Jenkins-12-12  12  12  11 

Jenkins-12-13 1 6 6 

QT-12-12 2 3 8 

Jenkins-14-14  11  10 9 

QT-14-14 6 1 1 

 

Για το πρόβληµα των δυο σωµάτων και µε παράγοντα 

εκκεντρότητας ίσο µε µηδέν, η µέθοδος που έρχεται πρώτη είναι η 

“Jenkins-12-13”. Προσεγγίζει την λύση µε ακρίβεια της τάξης των 

8.7607145286617 δεκαδικών.  

Στο πρόβληµα µε παράγοντα e ίσο µε 0.3, έχουµε την 

µέθοδο “QT-14-14” να έρχεται πρώτη, πιάνοντας ακρίβεια 

6.24384426118757 δεκαδικών ψηφίων, ενώ η καλύτερη του 
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προηγούµενου πειράµατος (Jenkins-12-13), περνά έκτη και η 

ακρίβειά της ακρίβεια είναι  5.68080452599868, ελαττωµένη κατά 

2.1 δεκαδικά περίπου. 

Κλείνοντας την παρουσίασή µας για αυτό το διάστηµα 

ολοκλήρωσης, για παράγοντα εκκεντρότητας ίσο µε 0.6, παίρνουµε 

τους ακριβέστερους υπολογισµούς από την µέθοδο “QT-14-14” που 

διατηρείται στην πρώτη θέση για δεύτερη φορά. Η ακρίβειά της 

φτάνει τα 5.41523867312076 δεκαδικά ψηφία. 

Παραθέτουµε και τον σχετικό πίνακα µε τις καλύτερες 

ακρίβειες, για τις διάφορες τιµές του παράγοντα εκκεντρότητας. 

 

0 7.86128446008085 
0.3 6.24384426118757 
0.6 5.41523867312076 
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2.4.3 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ tЄ[0 103] ΚΑΙ ΑΚΡΙΒΕΙΑ 

ΠΕΝΤΕ ∆.Ψ. 

 

 

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζουµε την θέση που 

καταλαµβάνουν οι µέθοδοι όταν ζητάµε ακρίβειες µέχρι πέντε 

δεκαδικά ψηφία και για διάστηµα ολοκλήρωσης tЄ [0 1000]. Όταν 

περισσότερες από µια µέθοδοι φτάνουν σε ακρίβεια τα πέντε 

δεκαδικά ψηφία, καλύτερη θα θεωρείται εκείνη που αρχίζει να 

συγκλίνει πιο γρήγορα (για µεγαλύτερο βήµα). 

 

  0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.95 

Common-2-2 7 - - - - - - 

Jenkins-2-3 7 - - - - - - 

Jenkins-4-4 5 5 6 6 - - - 

Jenkins-4-4b 6 5 7 6 - - - 

Jenkins-6-6 4 4 5 5 - - - 

Jenkins-6-7 3 4 5 5 - - - 

Jenkins-8-8 2 3 3 3 - - - 

QT-8-10 1 3 3 4 - - - 

Jenkins-8-9 3 3 4 4 - - - 

Jenkins-10-10 2 1 1 2 - - - 

QT-10-10 3 2 1 2 2 - - 

Jenkins-12-12 - - - - - - - 

Jenkins-12-13 3 2 2 2 - - - 

QT-12-12 2 2 2 2 - - - 

Jenkins-14-14 5 3 4 3 2 - - 

QT-14-14 4 2 2 1 1 - - 

 

 

Αρχικά, για το πρόβληµα των δυο σωµάτων, µε παράγοντα 

εκκεντρότητας ίσο µε µηδέν, πρώτη έρχεται η µέθοδος “QT-8-10”. 

Πιάνει ακρίβεια πέντε δεκαδικών ψηφίων στα 10^3.8 βήµατα, όπως 

και οι µέθοδοι που κατατάσσονται δεύτερες στον πίνακά µας, όµως 

συγκλίνει πιο γρήγορα απ’ όλες τις άλλες. Στο επόµενό µας πείραµα, 

µε παράγοντα εκκεντρότητας ίσο µε 0.2, πρωτεύει η µέθοδος 
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“Jenkins-10-10”, η οποία αν και πιάνει ακρίβεια πέντε δεκαδικών 

ψηφίων στα 10^4.1 βήµατα (όπως και αυτές που κατατάσσονται 

δεύτερες), ξεκινάει να συγκλίνει πρώτη, από τα 10^3.9 βήµατα. Η 

“QT-8-10” τώρα από πρώτη έχει περάσει τρίτη και πιάνει την 

ζητούµενη ακρίβεια στα 10^4.4 βήµατα. 

Στο πρόβληµα µε παράγοντα e ίσο µε 0.4, έχουµε τις 

µεθόδους “ Jenkins-10-10” και “QT-10-10” να έρχονται πρώτες, 

αφού και οι δύο προσεγγίζουν την λύση µε ακρίβεια πέντε 

δεκαδικών ψηφίων, ξεκινώντας την σύγκλισή τους στα 10^4.1 

βήµατα. 

Μόλις ο παράγοντας e γίνεται 0.6, µόνη πρώτη στα 

πειράµατά µας έρχεται η µέθοδος “QT-14-14” βρίσκοντας ακρίβεια 

πέντε δεκαδικών, στα 10^4.7 βήµατα.  

Για e = 0.8 βλέπουµε πως πρώτη έρχεται η µέθοδος “QT-14-

14” πιάνοντας την ζητούµενη ακρίβεια στα 10^5.3 βήµατα. 

Τώρα στο πείραµά µας , µε παράγοντα εκκεντρότητας ίσο µε 

0.9, ακρίβεια πέντε δεκαδικών δεν πιάνει καµία µέθοδος. Πιο κοντά 

φτάνει η µέθοδος “Jenkins-8-9” φτάνοντας σε ακρίβεια τα 

4.3970573720909 δεκαδικά. 

Τέλος, στην δοκιµή που κάνουµε, για παράγοντα 

εκκεντρότητας ίσο µε 0.95, παίρνουµε τους πιο ακριβείς 

υπολογισµούς από την µέθοδο “QT-10-10” χωρίς και εδώ να 

φτάνουµε την ακρίβεια που επιζητούµε. Η ακρίβειά της φτάνει τα 

4.48141933255874 δεκαδικά ψηφία.  

Συνοψίζοντας, παραθέτουµε και τον σχετικό πίνακα µε τις 

ακρίβειες, για τις διάφορες τιµές του παράγοντα εκκεντρότητας. 

 
0 QT-8-10 
0.2 Jenkins-10-10 
0.4 Jenkins-10-10 & QT-10-10 
0.6 QT-14-14 
0.8 QT-14-14 
0.9 - 
0.95 - 
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2.4.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ tЄ[0 105] ΚΑΙ ΑΚΡΙΒΕΙΑ 

ΠΕΝΤΕ ∆.Ψ. 

 

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζουµε την θέση που 

καταλαµβάνουν οι µέθοδοι όταν ζητάµε ακρίβειες µέχρι πέντε 

δεκαδικά ψηφία και για διάστηµα ολοκλήρωσης tЄ[0 100000]. Όταν 

περισσότερες από µια µέθοδοι φτάνουν σε ακρίβεια τα πέντε 

δεκαδικά ψηφία, καλύτερη θα θεωρείται εκείνη που αρχίζει να 

συγκλίνει πιο γρήγορα (για µεγαλύτερο βήµα). 

 

  0 0.3 0.6 

Common-2-2  -   -   -  

Jenkins-2-3 - - - 

Jenkins-4-4 - - - 

Jenkins-4-4b - - - 

Jenkins-6-6 - - - 

Jenkins-6-7 - - - 

Jenkins-8-8 4 - - 

QT-8-10 4 3 3 

Jenkins-8-9 4 - 3 

Jenkins-10-10 1 2 2 

QT-10-10 3 2 2 

Jenkins-12-12 - 2 - 

Jenkins-12-13 3 2 2 

QT-12-12 2 2 2 

Jenkins-14-14 - - - 

QT-14-14 4 1 1 

 

Για το πρόβληµα των δυο σωµάτων και µε παράγοντα 

εκκεντρότητας ίσο µε µηδέν, η µέθοδος που βρίσκει πρώτη ακρίβεια 

πέντε δεκαδικών είναι η “Jenkins-10-10”. Το πετυχαίνει στα 10^5.8 

βήµατα.  

Στο πρόβληµα µε παράγοντα e ίσο µε 0.3, έχουµε την 

µέθοδο “QT-14-14” να έρχεται πρώτη, πιάνοντας την ζητούµενη 

ακρίβεια στα 10^6.0 βήµατα, ενώ η καλύτερη του προηγούµενου 

πειράµατος (Jenkins-10-10), περνά δεύτερη. 
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Κλείνοντας την παρουσίασή µας για αυτό το διάστηµα 

ολοκλήρωσης, για παράγοντα εκκεντρότητας ίσο µε 0.6, παίρνουµε 

τους πιο γρήγορους υπολογισµούς για την ζητούµενη ακρίβεια από 

την µέθοδο “QT-14-14” που διατηρείται στην πρώτη θέση για 

δεύτερη φορά. Την ακρίβεια αυτή την βρίσκει στα 10^6.1 βήµατα. 

Παραθέτουµε και τον σχετικό πίνακα µε τις καλύτερες 

ακρίβειες, για τις διάφορες τιµές του παράγοντα εκκεντρότητας. 

 

0 Jenkins-10-10 
0.3 QT-14-14 
0.6 QT-14-14 
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